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A. KIRILLOV 
À. GVICHIANI 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES 
D’ANALYSE 
FONCTIONNELLE 


ÉDITIONS MIR «: MOSCOU 


AVANT-PROPOS 


La plus élémentaire abstraction mathématique, la droite, est vue sous 
des angles différents par les diverses branches mathématiques. Ainsi, l’ap- 
proche algébrique de l'étude de la droite consiste à en décrire les propriétés 
en tant qu’ensemble dont les éléments sont justiciables d’« opérations », et à 
en construire un modèle algébrique sur la base de ces propriétés et non des 
propriétés topologiques. La topologie fait abstraction de la structure 
algébrique de la droite et en élabore un modèle formel fondé essentiellement 
sur sa « continuité ». L’analyse traite la droite et les fonctions sur la droite 
dans l’unité de leurs propriétés algébriques et topologiques. 

La même situation prévaut à des niveaux supérieurs de l’abstraction. 
L’algèbre étudie les espaces vectoriels, les groupes, les anneaux, les modules, 
etc. La topologie, toute sorte de structures sur des ensembles arbitraires 
conférant un sens mathématique aux notions de limite, continuité, voisinage, 
etc. L’analyse fonctionnelle, les espaces vectoriels topologiques, les groupes 
topologiques, les anneaux normés, les modules des représentations des 
groupes topologiques dans les espaces vectoriels topologiques, etc. Donc, le 
principal objet de l’analyse fonctionnelle est l’étude d’êtres doués de structu- 
res algébrique et topologique compatibles. 

Le cours d’analyse fonctionnelle, lu à la faculté de mécanique et de 
mathématiques de l’Université d'Etat de Moscou par A. Kolmogorov, et 
qui comprend traditionnellement la théorie de la mesure et l’intégrale de 
Lebesgue, est essentiellement consacré aux aspects classiques de l’analyse 
fonctionnelle, L’ouvrage que nous proposons au lecteur est une tentative de 
généralisation et de systématisation de l’expérience d’enseignement de ce 
cours à la faculté de mécanique et de mathématiques de l’Université d’Etat 
de Moseou. Il poursuit les objectifs suivants. 

Exposer les notions théoriques indispensables d’analyse au niveau des 
facultés de mathématiques. 

Fournir aux professeurs et aux étudiants un manuel reliant organique- 
ment la théorie et la pratique et contenant des indications assez détaillées 
pour la résolution des exercices. 
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Donner au lecteur une idée de certains éléments de l’appareil mis en 
œuvre pour la résolution des exercices d’analyse fonctionnelle moderne 
(catégories, foncteurs, espace de cohomologies, caractères des groupes, etc.). 

Mettre entre les mains du lecteur un ouvrage susceptible de le seconder 
dans l’étude des chapitres classiques de l’analyse fonctionnelle et dans 
l'assimilation des méthodes de résolution des exercices. 

Cet ouvrage se décompose en trois parties étroitement liées entre elles : 
théorie, exercices et indications. Les chapitres correspondants de chacune 
de ces parties sont regroupés sous un même titre. Les chapitres sont divisés 
en paragraphes, les paragraphes en numéros (sauf le chapitre I). 

A chaque numéro de la théorie sont consacrés 23 exercices de complexité 
variable, ceux qui constituent le strict minimum étant affectés d’un rond, 
ceux qui sont compliqués, d’un astérisque. Les quelques exercices parti- 
culièrement difficiles sont marqués de deux astérisques. Leurs corrigés 
peuvent être expliqués par le professeur ou bien faire l’objet d’un travail 
personnel. Quant aux exercices marqués d’un rond on pourrait les recom- 
mander pour des interrogations écrites. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance à S. Agaïan, 
A. Zelevinsky et À. Troussov pour l’aide apportée à la rédaction des indica- 
tions. 


A. Kirilloy 
A. Gvichian: 


PREMIÈRE PARTIE 


THÉORIE 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE 
DES ENSEMBLES ET DE TOPOLOGIE 


$ 1. Relations. Axiomes de choix et lemme de Zorn 


Soient X un ensemble, R, un sous-ensemble de XX X. On dit que des 
points x et y de X vérifient une relation R et on écrit xRy si (x, y) € R. 
Exemples de relations. 1) L'égalité : 


R = À x = {x xIxe x} 
2) La relation d’ordre sur la droite réelle : 


R={(xyIx = y}. 
3) La relation de dépendance linéaire dans un espace vectoriel ZL sur 
le corps K : 
R={(x,yly=0 ou x=Ay, 4€K}. 


Une relation R est une relation d'équivalence si elle possède les propriétés 
suivantes : 

1) réflexivité : (x, x) € R MxE X(ouR > Àx); 

2) symétrie : (x,y)E R=(y,x)€ R (ou R'=R, où R’ désigne la 
relation transposée : R' = {(x, y) |(y, x) € R}) ; 

3) transitivité : (x,y)€ R et (Y,,DER—(xz)ER (ou RoRCR, où 
le signe o désigne la composition des relations : Rio R2 = {(x, z) | y : 
(x; }) € Ra, (y, 2) Ê Ro}). 

Soit R une relation d’équivalence. On écrira x = y au lieu de xRy et on 
dira que x est équivalent à y. Désignons par R(x) l’ensemble des éléments de 
X équivalents à x. Les propriétés 1), 2) et 3) nous disent que les sous-en- 
sembles de la forme R(x) recouvrent X tout entier et soit sont deux à deux 
disjoints, soit sont confondus. Ces sous-ensembles sont appelés classes 
d'équivalence. L'ensemble des classes d’équivalence est noté X(r, et dit 
ensemble quotient de X par R. 
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Exemples. 1) L’espace projectif P(L), où L est un espace vectoriel donné. 
2) L’espace quotient L1/L2 d’un espace vectoriel L; par un sous-espace Lo 
(pour x, y € L1 on admet que x = y s1x—7y € L2). 3) L'ensemble des résidus 
modulo n. 4) L'ensemble des rationnels positifs ou de tous les entiers comme 
classes d’équivalence des couples de nombres naturels. 

On dit qu’une relation R sur un ensemble X est une relation d’ordre 
partiel si elle possède les propriétés suivantes : 

1) transitivité :(RoR € R); 

2) antisymétrie : (RNR' € ÀAx). 

Au lieu de xRy on écrit généralement x = y et on dit que x suit }. Si de 
plus est réalisée la condition. 

3) RÜR’' = XXX (c’est-à-dire deux éléments quelconques sont com- 
parables), alors la relation R s’appelle relation d'ordre. 

Exemples. 1) La relation d’ordre ordinaire sur la droite réelle. 2) La rela- 
tion d’inclusion pour les sous-ensembles d’un ensemble donné (désignée 
par ©) qui est une relation d’ordre partiel (mais pas une relation d’ordre). 
3) La divisibilité des entiers (désignée généralement par le signe |) est égale- 
ment une relation d’ordre partiel. 

Outre le signe = pour une relation d’ordre partiel on utilisera le signe — 
pour désigner la relation À — R\Ax. Donc, x — y (qui se lit « x suit stricte- 
ment y » ou « x est strictement supérieur à y ») signifie que x = yet x < y. 

On dit qu’un sous-ensemble Y d’un ensemble partiellement ordonné X 
est borné supérieurement (resp. inférieurement) s’il admet un majorant 
(resp. minorant), c’est-à-dire un élément x € X tel que y = x (resp. y = x) 
pour tous les y € Y. 

Un ensemble # muni d’un ordre partiel R s’appelle ensemble filtrant si R 
possède la propriété K'oR = XX X (en d’autres termes, quels que soient 
x et y de Xil existe un élément z suivant xet y). Si (X, R) est un ensemble 
filtrant, M un ensemble quelconque, alors une application de X dans M 
s’appelle suite généralisée de M. Cette notion est une généralisation de 
la notion de suite à laquelle elle se ramène si X est la série naturelle munie de 
la relation d’ordre habituelle. 

La notion de limite est définie dans un espace topologique (en particulier 
métrique) À pour les suites généralisées : on dit qu’un point x € X est 
limite d’une suite généralisée {x} «4 si pour tout voisinage Ÿ du point 
x il existe un élément a(V)e À tel que x, € V pour tous les x = a(V). 

Dans les cours de mathématiques supérieures on dit souvent que la 
notion d'ensemble est « tellement vague qu'il est difficile de la définir » et 
pour cette raison on se limite à l'indication de synonymes : collection, 
famille, etc. En fait, il existe une théorie des ensembles dans le cadre de 
laquelle cette notion est rigoureusement définie (bien entendu sans recourir à 
une autre notion plus simple ou plus générale, mais en décrivant les proprié- 
tés de la notion d’ensemble). Ceci étant, toute « collection », toute « famille » 
n’est pas forcément un ensemble. (La notion d’ensemble de tous les ensem- 
bles est par exemple contradictoire.) Néanmoins, il existe des théories cohéren- 
tes assez riches en ensembles. 
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Dans la plupart des branches mathématiques il suffit que parmi les 
ensembles considérés il en existe au moins un qui soit infini et soit justiciable 
des opérations suivantes : 

1) la réunion U 5: 

x € À 
2) l'intersection () AS 
x € À 

3) la différence X\F ; 

4) la construction d’un ensemble d'applications de X dans Y désigné par 
YF: 

5) le produit [] 4. 

« € À 


X, Y, Aettousles X,, « € À sont des ensembles et nous admettons que le 
résultat de ces opérations est également un ensemble. 

La dernière opération mérite un examen plus détaillé. Supposons que À 
est un ensemble et qu’à tout élément « € À est associé un ensemble X, non 


vide. Un élément de l’ensemble [] X, est par définition une application 
& € À 


a+ x, de À dans () X, telle que x, € X, pour tous les « € 4. Si l’ensemble 


œ € À 
A est infini l’existence d’une telle application n’est pas évidente (et, comme 
on le sait maintenant, ne peut être mise en évidence à partir de son existence 
pour des À finis et à partir d’autres axiomes naturels). Donc, affirmer que 
le produit [] %, n’est pas vide pour X, non vides, est un axiome appelé 
x € À 


axiome de choix ou axiome de Zermelo. Voici deux propositions équiva- 
lentes à l’axiome de choix. 

Lemme de Zorn. Si dans un ensemble partiellement ordonné X tout sous- 
ensemble ordonné est borné supérieurement (resp. inférieurement), alors X 
contient au moins un élément maximal (resp. minimal) xo. 

Remarque. Le terme « élément maximal » ne veut pas dire que xo = x 
pour tous les x € X (un tel élément sera appelé élément maximum). Dire que 
Xo est maximal revient à dire qu’il n’existe pas dans * un élément suivant 
strictement Xo. 

Théorème de Zermelo. Tout ensemble peut être totalement ordonné, 
c’est-à-dire muni d’une relation d’ordre pour laquelle tout sous-ensemble 
contient un élément minimum. 

Ces propositions sont toutes deux la généralisation d’un principe classi- 
que d’induction mathématique et le remplacent dans les cas, où l’on a 
affaire aux ensembles non dénombrables. 

Au lecteur désireux d’approfondir ses connaissances des fondements de 
la théorie des ensembles nous conseillons de consulter le « Fascicule des 
résultats » de l’ouvrage [5]. 


10 ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ENSEMBLES ET DE TOPOLOGIE [CH, 1 


& 2. Complétions 


Définition. Dans un espace métrique X, on dit qu’une suite {x,} est une 
suite fondamentale ou suite de Cauchy si la distance d(x,, x) — 0 lorsque 
n, M — ©, 

Un espace métrique X est complet si toute suite fondamentale y admet 
une limite. 

Les espaces complets jouissent de la propriété importante suivante : 
ils sont justiciables du théorème des boules contractiles et du principe des 
applications contractantes (Voir, par exemple, [18]). Mais on a souvent 
affaire à des espaces non complets. Il existe une remarquable construction 
qui permet de faire d’un espace non complet un espace complet par adjonc- 
tion des points « manquants ». 

Définition. Soit X un espace métrique. On appelle complétion de X un 
espace métrique Ÿ possédant les propriétés suivantes : 

1) Y'est un espace complet ; 

2) Ÿ contient un sous-espace Y, isométrique à X ;: 

3) Yo est dense dans Y (c’est-à-dire l’adhérence de Y, est confondue avec 
Y ;en d’autres termes, tout point de Ÿ est point limite pour Yo). 

Exemple. L'ensemble R des réels est la complétion de l’ensemble des 
rationnels Q muni de la distance ordinaire. 

Théorème 1. Tout espace métrique X admet une complétion Y. Deux 
complétions quelconques Y” et Y"' de X sont isométriques et l'isométrie qui les 
relie peut être choisie telle qu’elle laisse invariants les points de X. 

La démonstration revient à une construction de la complétion. Désignons 
par d'une distance sur X. Soit F l’ensemble de toutes les suites fondamenta- 
les de points de X. Si x = {x,} et y = {y,} sont deux points de F, alors la 
suite numérique d(x:», y,) sera aussi fondamentale, puisque |d(x,, y»)— 
— À(Xms Ym)| = A(Xn Xin) + (Pns Ym). Cette suite admet donc une limite que 
nous noterons d(x, y). La quantité d(x, y) possède presque toutes les proprié- 
tés de la distance. En effet, les inégalités d(x, y) = 0, d(x, y) = d(x, z)+ 
+d(}y, z) et les égalités d(x, x) = 0, d(x, y) = d(y, x)se déduisent aisément 
par passage à la limite à partir des inégalités et égalités respectives, où x, y, z 
sont remplacés par x», Yr, Z,. Seule n’a pas lieu la propriété de séparabilité: 
d(x, y) = 0 ne dit pas en général que x = y. 

Munissons F de la relation R = {(x, y) |d{x, y) = 0}. Des propriétés de 
la distance mentionnées plus haut il résulte que R est une relation d’équiva- 
lence. Posons Y = FR, et définissons une distance sur Y en posant d(R(x), 
R(y)) = d(x, y). On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette définition 
est correcte. 

Montrons maintenant que Ÿ est une complétion de X. Considérons à 
cet effet une application œ: *# — YŸ qui à tout point x associe une 
classe œ(x) contenant la suite constante (donc fondamentale) x = 
= (x, X, X, ..., X, ...). Il est évident que l’application y est isométrique. 
Désignons par Ÿ, l’image de X par l’application y. Soient, par ailleurs, } 
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un élément quelconque de } et {x,} € F une suite de la classe y. Alors 


lim d(p(x,), y) = lim lim (d(x,, x,)) = 0. 


Ceci exprime que y est la limite de la suite {p(x,)}, donc est un point limite 
our Ÿo. 

É Montrons que YŸ est complet. Soit {y,} une suite fondamentale dans F. 

Comme Ÿ, est dense dans Ÿ, on peut exhiber une suite {g(x,)} dans Ÿ, telle 

que d(q(x;), y») — 0. Il est clair que {y.} et {p(x.)} convergent ou divergent 

simultanément, Mais la suite {o(x,)} admet pour limite le point y, classe de 

la suite {x,}. En effet, 


lim d(q(x,), y) = lim lim d(x,, x») = 0. 


11 — 69 nn —> 00 NN —+ 00 


Soient maintenant Ÿ”’ et Y’’ deux complétions de X, wo: X— Y,, 
g':X — Y5’ les applications isométriques correspondantes. Considérons 
l'application y, = p'o(y'") 1 de YS' dans Y;. Cette application est isométri- 
que, donc envoie des suites fondamentales dans des suites fondamentales. 
Comme }” et Y”” sont complets, les suites fondamentales de Y4 (resp. Y;') 
convergent dans Ÿ” (resp. dans Ÿ””)}. Ceci nous permet de prolonger de 
façon unique l’isométrie #,: Ÿ,' — Ÿ, en l’isométrie y: Y’'’ + Y’,en posant 


1 ie va) = In ab) Coté 


nn — 


En fait, pour avoir une complétion on se sert plus souvent de la construc- 
tion du 

Théorème 2. Soient M un espace métrique complet, X une partie de M. 
Pour que X soit complet, il est nécessaire et suffisant qu'il soit fermé dans M. 
En particulier, pour complétion de X on peut prendre son adhérence dans M. 

(Voir démonstration dans exercice 31.) 

Exemple. La complétion de l’intervalle ]a, b[ pour la distance ordinaire 
est l'intervalle [a, b], adhérence de Ja, b] dans KR. 


& 3. Catégories et foncteurs 


La théorie des catégories est un cadre de recherche particulier qui permet 
de déduire de nombreuses définitions et constructions mathématiques à 
partir de notions générales. On se propose de familiariser le lecteur avec 
les éléments de cette théorie. 

Une catégorie À est la donnée d’une collection (généralement pas un 
ensemble, voir $ 1) notée Ob ($) dont les éléments sont appelés objets de 
R ; pour tout couple d’objets À et B, d’un ensemble noté Mor (4, B) dont 
les éléments sont appelés morphisnies de À dans B ; pour tout triplet 
(4, B, C) d’objets, d’une application qui associe à tout élément f de Mor 
(4, B) et à tout élément g de Mor (B, C')un élément, noté g of, de Mor (4, C). 
On admet que cet élément possède les propriétés usuelles d’une composée 
d’applications : ho(gof) = (hog)of. De plus, dans l’ensemble Mor 
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(4, 4) il existe un élément, noté 14, et appelé morphisme unité, tel que : 
l4of = f, gol4 = g pour tout élément f € Mor(B, À) et tout élément 
g € Mor(4, B). Par souci de suggestion on désigne les objets des catégories 
par des points et les morphismes par des flèches reliant ces points. 

Exemples. 1) La catégorie des ensembles admet pour objets les ensembles, 
et pour morphismes, les applications. 

2) La catégorie des groupes (resp. des anneaux, des algèbres) admet 
pour objets les groupes (resp. les anneaux, les algèbres), et pour morphismes, 
les homomorphismes. 

3) La catégorie des espaces topologiques admet pour objets les espaces 
topologiques, et pour morphismes, les applications continues. 

4) La catégorie des espaces vectoriels sur un corps donné K admet pour 
objets les espaces vectoriels sur X, et pour morphismes, les opérateurs 
linéaires. 

Deux objets À et B d’une catégorie ® s’appellent zsomorphes s’il 
existe des morphismes f € Mor (4, B) et g € Mor(B, À), tels que fog = 1», 
£&O f =" À: 

On dit qu’un objet À d’une catégorie RÀ est un objet répulsif *) universel 
si pour tout objet B de À l’ensemble Mor (4, B) contient exactement un 
élément. (De façon imagée : une flèche seulement relie un point À à tout 
autre point B.) 

Montrons à titre d’exercice que deux objets universels 4 et B (s'ils exis- 
tent) sont isomorphes. En effet, soient f l’unique morphisme de À dans B, g, 
l'unique morphisme de B dans 4. Alors fog € Mor(B, B),gof € Mor(4, À). 
Or, Mor (B, B) ne contient que l’élément 14 (puisque B est universel) et 
Mor (4, À), que l’élément 14 (puisque À est universel), donc fog = 15, 
gof = 14. 

Nous allons montrer que les notions d’ensemble quotient et de complé- 
tion sont des cas particuliers de la notion d’objet universel. Dans le premier 
cas, nous considérons la catégorie $ suivante construite à l’aide d’un 
ensemble % et d’une relation R. Un objet de À sera une application y de 
l’ensemble X dans un ensemble Y telle que : xRy = œ(x) = (y). On appellera 
morphisme d’un objet o: X + Y dans un objet y: Y + Z une application 
x: Ÿ — Z'telle que soit commutatif le diagramme 


® T 
À (1) 


Ceci signifie que 709 = y. (D’une façon générale, dire qu’un diagramme 
constitué des objets et morphismes d’une catégorie est un diagramme com- 
mutatif revient à dire que le produit des morphismes ne dépend que du 
point de départ et du point d’arrivée et non du chemin suivi. Dans l’exemple 
considéré 1l existe deux chemins pour aller de X en Z, ce qui donne yo = y.) 


*) Nous omettrons parfois le terme « répulsif » par souci de simplicité. 
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Vérifions que la projection canonique p : À + X4r), est un objet universel 
dans la catégorie À. Soit o: X — Y un objet de À. Considérons le dia- 
gramme 


LT) 
# nr ! (2) 


On s’assure immédiatement que la condition de commutativité définit de 
façon unique l’application correspondant à la flèche en pointillé. Autrement 
dit, Mor (p, y) ne comprend qu’un seul élément. Donc, p: X —+ X(r) est 
un objet universel. 

Construisons maintenant une complétion. Soit À un espace métrique. 
Considérons une catégorie $ admettant pour objets les applications 
isométriques œ: À — Ÿ, où Ÿ est un espace métrique complet (qui n’est 
pas le même pour chaque objet). On appellera morphisme de œ: X + Y 
dans y: *# + Zune application isométrique y: Ÿ — Z' telle que le diagram- 
me (1) soit commutatif. 

Vérifions que l'injection canonique œ de X dans sa complétion F est un 
objet universel. En effet, pour tout objet y: * — Z'le diagramme 


X 
eZ 
peut être achevé de façon unique en un diagramme commutatif de la forme 
(1). L'application 7 cherchée est définie sur le sous-ensemble o(X) par 7 = 
= yop”1(ce qui est la condition de commutativité), et se prolonge par 
continuité : 
ZQim y,) = lim ÿOn). 


Signalons que l’unicité de la complétion (à l’isométrie près) résulte du 
théorème général de l’isomorphisme des objets universels démontré plus 
haut. 

La notion de foncteur est fondamentale en théorie des catégories. 

Définition. On appelle foncteur covariant d’une catégorie À: dans une 
catégorie À: une application F qui à tout objet À de À; fait correspondre 
un objet F (4) de À: et à tout morphisme œ de Mor (4, B) un morphisme 
F(œ) de Mor (F(4), F(B)), les conditions suivantes étant satisfaites : 

1) F4) = 1rç4) ; 

2) F(poy) = F(p)oF(y). 

On a souvent affaire aussi à des applications F associant à tout morphis- 
me y € Mor(4, B) un morphisme F(y) € Mor (F(B), F(4)) et vérifiant au 
lieu de la condition 2) la condition 

2) F(goy) = F(yp)oF(œ). 

Ces applications sont appelées foncteurs contravariants. 

Exemples. 1) Le passage d’un espace métrique à sa complétion est un 
foncteur covariant de la catégorie des espaces métriques dans la catégorie 
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des espaces métriques complets (les morphismes de ces deux catégories 
étant les applications isométriques). 

2) Le passage d’un espace vectoriel ZL sur un corps K à l’espace dual 
L’ (l’espace des fonctionnelles X-linéaires sur L) est un foncteur contrava- 
riant de la catégorie des espaces vectoriels sur K dans elle-même. 

3) Pour toute catégorie À, les applications À + Mor(-, 4) (resp. 
A — Mor(4, -)) se prolongent en un foncteur covariant (resp. contrava- 
riant) de $ dans la catégorie des ensembles. Pour cela il faut associer à 
un morphisme œ€ Mor(A:, 4) une application de Mor(-, 4:) dans 
Mor (+, 42) (resp. Mor (42, +) dans Mor(A:, -)) qui consiste en un 
produit à gauche (resp. à droite) par le morphisme o. 

L'ensemble des foncteurs covariants de $, dans 2 forme une caté- 
gorie notée Cov(f:1, 2) dont les morphismes appelés morphismes 
fonctoriels ou transformations naturelles des foncteurs sont définis comme 
suit : étant donnés des foncteurs F, et F: de $1 dans 2, on appelle 
morphisme œ de F1 dans F2 une collection d’applications (4)E€ 
€ Morg, (F1(4), F2(4)) (où À parcourt Ob(f:)) telle que pour tout 
v € More, (4, B) le diagramme 


F:1(4) Fi(y) F\(B) 


(4) Len 


Fo( A) —È), F(B) 


soit commutatif, 

On définit de façon analogue la catégorie Cont (1, R2) des foncteurs 
contravariants de À: dans 2. 

Il est possible de démontrer de nombreuses propositions concernant les 
foncteurs uniquement pour des foncteurs covariants en raison du principe 
de dualité suivant. Pour toute catégorie À définissons une catégorie duale 
#0 telle que Ob (2) = Ob(R), Moro (4, B) = Mora(B, 4) et que le 
produit fog dans ® soit défini comme le produit gof dans R. Autrement 
dit, on déduit $° à partir de $ par inversion du sens des flèches. 11 est 
clair qu’un foncteur contravariant de R, dans 2 n’est autre chose qu’un 
foncteur covariant de À? dans À, (ou de À, dans À9). 

On dit que deux catégories 1 et > sont équivalentes s’il existe 
des foncteurs covariants F: R1 + er, G: Ro + 1 tels que FoG et 
GoF soient isomorphes aux foncteurs identités dans Cov(f>, ®) et 
Cov (1, 1) respectivement. 

Exemple. Les trois célèbres théorèmes de Lie et le théorème de Cartan 
affirment l’équivalence des trois catégories suivantes : la catégorie des 
groupes simplement connexes de Lie, la catégorie des groupes locaux de 
Lie et la catégorie des algèbres réelles de Lie. 

Exemple plus simple : la catégorie des espaces topologiques discrets 
(dont toutes les parties sont ouvertes) est équivalente à la catégorie des 
ensembles. 
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Le théorème qui suit illustre bien la notion d’équivalence des catégories. 

Théorème 3. S? tous les objets d’une catégorie À sont isomorphes, alors À 
est équivalente à une catégorie Ro composée d’un seul objet A5 € Ob(À) et 
de tous les morphismes de Morg (40, Ao). 

Comme exemple d’une telle catégorie citons la catégorie des espaces 
vectoriels de dimension nr sur un corps donné ou la catégorie de tous les 
groupes de p éléments (p est un nombre premier). 

Démonstration. Pour chaque objet À € Ob (®) fixons un isomorphisme 
«(4): À —+ Ao et construisons un foncteur F de la manière suivante : 
F(4) = 40 pour tous les AE Ob(®); si BE Mor(A,B) on posera 
F(B) = x(B)oBoa(A)"! € Mor (40, Ao). Désignons de plus le foncteur 
d'immersion de S, dans ® par G. Il est évident que FoG = 14,, 
GoF = F, Prouvons que les foncteurs F et 14 sont isomorphes. Pour cela 
définissons des morphismes fonctionnels o: F + 1g et w: 1@ — F tels que 
poy =yop= 1. Par définition d’un morphisme fonctoriel pour tout f les 
diagrammes suivants | 


AP rh dr hp 
À 4 
g(4) CE) (4) | pCB) 
! Ÿ 
F F 
A0 (B) Ào A0 (8) Ào 


seront commutatifs. 

D'autre part, on doit avoir les relations p(4)ow(4) = 14, y(A)o (4) = 
— 14, Il est évident que ceci aura lieu si l’on pose (4) = 2(4)71, y(4) = 
= (4). C. q. f. d. 


CHAPITRE 2 


THÉORIE DE LA MESURE 
ET DE L’INTÉGRALE 


$ 1. Théorie de la mesure 


1. Algèbre d’ensembles. Soit X un ensemble. On désignera par D(X) 
l’ensemble de toutes les parties de X. 

Définition. On appelle anneau de parties d’un ensemble X une famille 
R E M(X) non vide fermée pour la réunion, l'intersection et la différence. 

Dans ce cas, R est aussi fermée pour la différence symétrique AAB — 
= (AU B)\(AN B) = (A\B)U(B\4). 

Structure forte d'anneau. 1) On appelle algèbre d’ensembles un anneau 
R € P{(X) contenant l’ensemble X tout entier. 

2) On appelle o-anneau un anneau R fermé pour la réunion dénombrable. 

3) On appelle d-anneau un anneau fermé pour l’intersection dénombrable. 

4) On appelle o-algèbre (resp. Ô-algèbre) un anneau qui est à la fois 
algèbre et o-anneau (resp. d-anneau). 

Structure faible d’anneau. On appelle semi-anneau une famille S € NX) 
fermée pour l'intersection et possédant la propriété suivante : 4, BES, 
il existe alors C1, ..., CL, ES tels que A\B = C1] Co] ... L1C, (le 
symbole L1 désigne la réunion disjonctive, c’est-à-dire la réunion d’ensembles 
disjoints). 

Exemples. 1) L'ensemble S de tous les intervalles semi-ouverts [a, b[ de la 
droite réelle est un semi-anneau, mais pas un anneau. 

2) Si R1 € PA) et Re € PM X2) sont des anneaux d’ensembles, alors 
la famille 

R1XR: = {AXBEK{XXY)| AE R1, BE Ro} 


est un semi-anneau (mais en général pas un anneau). Ceci est valable si 
Riet R: sont des semi-anneaux (cf. exercices 79 et 80). 

Si S est une famille quelconque de parties de X, il existe un plus petit 
anneau (resp. o-anneau) contenant S. On le désigne par R(S) (resp. R.(S)) et 
on l’appelle anneau (resp. o-anneau) engendré par S (voir exercice 76). 

Soit À une partie de X. On appelle fonction caractéristique de À la fonction 
YA définie sur X par la condition 


1 si xe A, 
YA(X) | 


O0 si xé A. 
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On convient que les valeurs de la fonction caractéristique ne sont pas 
des nombres, mais des résidus modulo 2. Dans ce cas, on a les égalités 
(Voir exercice 86). 

1) LA1NA4e — 41° LAos 

2) LA1UA: — HAT LA2 A1 LA 

3) Lande = LA41 F LA 

4) LA1\4e — VA1 — HA1° As 

Soient X un espace topologique, U € P(X), une famille d’ouverts de 
%. Les éléments R;(U) s'appellent boréliens de X. 

Exemple. L'ensemble de tous les points rationnels de l’intervalle [0, 1] 
est un borélien de la droite réelle. 

2. Prolongement de la mesure. 


Définition. On appelle mesure sur un semi-anneau S$ € P(X) une fonc- 
tion u réelle positive sur S possédant la propriété d’additivité : 


u(A LU B) = u(4)+ u(B). 


La mesure uw s’appelle o-additive si elle possède la propriété suivante : 


4 4) = À u(4i) (1) 


(Plus exactement si tous les 4, et À = D A4 appartiennent à S, alors le 
=1 


second membre de (1) converge et sa somme est égale au premier membre. 


Exemples. 1) Soit xs un point fixé de X. Pour tout ensemble 4 & X, 
posons 


1 S Xo € À, 
A) = 
H(4) O si xoé À. 


Cette mesure est o-additive sur P(X). 

2) Supposons que S est le semi-anneau des intervalles semi-ouverts 
[a, b[ de R, considéré plus haut. Posons u([7, b[) = b—a. Alors u est une 
mesure sur S. La o-additivité de cette mesure sera établie plus bas. 

Théorème 1. Toute mesure u' sur un semi-anneau S est prolongeable de 
façon unique en une mesure sur l’anneau R(S). Si la mesure initiale est 
o-additive, son prolongement le sera également. 

Démonstration. Utilisons le fait que tout ensemble 4 € R(S) est de la 


forme 4 = \ | 4x, 4€ S (voir exercice 77). Donc, la quantité u(A) (si elle 
Pres 


est définie) doit être égale à 5 u'(4x). Nous allons montrer que cette 
K=1 


égalité définit bien une mesure u sur R(S). 


2 
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1) Validité de la définition. Soit 4x, B1€ S, |_| B; = | | 4x = À. Posons 
1=1 k—1 
Cu = Ag Bi. Il est alors clair que AÀk — LC, PB: — [Cr donc 
1 Æ 
À u'(Ax) = à (Cri) = D) u'(B). 


2) Additivité. Soit À — Ll A, Ag € R(S).Posons 4x — LI CuoùCuES. 


Alors, À — LCx et  u(A) — LM (Cu) = = À ss (Cri) = ” u(Ax). 
Reste à vérifier la o-additivité de la mesure U, : là mesure le Soit 
A = LI Ar; À, Ar € R(S). Alors À = LB, Az = LI Bu où B;, Bu es. 
Posons Ci = B;f)Bu. Donc 

u(4) = > (Bi) = > 2 U'(Cixr) = D } W'(Cixr) = L u(Ax). 


(Nous avons utilisé les relations B; — L Cirts Ar = LL] Ci et la possibilité 
ks 1,1 


d’intervertir l’ordre de sommation dans les séries de termes non négatif.) 


C.q.f.d. 

Une propriété importante des mesures o-additives est la o-monotonie : 
si À, A € S'et À € Ü A4, alors u(4) = ÿ m(Ar). 

Il se trouve qu’une mesure o-additive définie sur un semi-anneau S se 
prolonge non seulement à un anneau R(S) voire même au o-anneau R.(S), 
mais à un ensemble bien plus vaste d’ensembles dits mesurables. 

Définition. Soient donnés un ensemble *, un semi-anneau S € Â(X) 
et une mesure o-additive u sur S. Pour tout AE MX) définissons la mesure 
extérieure u*(À) par 


u*(4) = inf Y u(Ax), AC B. xs, ALES. 
k=1 k=1 


Appelons mesurable-Lebesgue par rapport à la mesure y un sous-ensem- 
ble À € FX) tel que pour tout & — Oil existe un ensemble B € R(S) tel que 
u*(4 A PB) = &. (Dans la suite les ensembles mesurables-Lebesgue par rapport 
à la mesure w seront appelés brièvement mesurables ou u-mesurables si 
l’on a besoin de spécifier la mesure y.) 

Supposons maintenant que l’anneau R(S) est une algèbre (c’est-à-dire 
contient l’élément maximum X#). On a alors le 

Théorème de Lebesgue. Za famille L(S, u) des ensembles mesurables 
forme une o-algèbre sur laquelle u* est une mesure o-additive. 

Démonstration. Vérifions tout d’abord que la mesure extérieure u* 
est confondue avec la mesure initiale y” (resp. avec son prolongement u) 
pour les ensembles du semi-anneau initial S (resp. R(S)). En effet, si 4 € R(S) 


et AC Ü Ar, alors (4) = S u(Ar) en vertu de la o-monotonie de la 
k=1 
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mesure 4. En passant à la borne inférieure sur tous les recouvrements, on 
déduit de là que u(4) = u*(A). D'autre part, puisque À € R(S), on peut 


représenter A sous la forme 4 — [ | Bx, où BL;ES. Donc u*(4) = 
k=1 
<= à (Br) = u(A). Signalons que la o-monotonie découle de la défini- 
K=1 


tion même : si À C |} 4x alors u*(4) = Y m*(Ar). 
Pt k=1 


Décrivons brièvement la suite de la démonstration. Les éléments de 
anneau R(S) forment un espace métrique non complet sur lequel la mesure u 
est une fonction uniformément continue. Les ensembles mesurables sont 
les points de la complétion, la mesure u*, le prolongement en continuité 
de u (voir exercices 98, 99). 

Passons aux détails. Définissons la distance entre des ensembles 4 et B 
par la formule d(4, B) = u*(A A B). Pour vérifier les propriétés classiques 
de la distance, il est utile de remarquer que l’ensemble 4 A B peut être traité 
comme une « distance » entre À et B mesurée non pas en nombres mais 
en ensembles. L’axiome du triangle pour cette distance est (voir exercice 70) 


AABC(AAC)U(BAC). 


Ceci et la monotonie de u* entraînent immédiatement l’axiome classique 
du triangle : d(4, B) = d(A, C)+4d(B, ©). Les propriétés d(A, B) = d(B, À) 
et d(A, B) = 0 sont évidentes. La dernière propriété d(4, B) = 0 = 4 = B 
n’est généralement pas réalisée. On tourne cette difficulté en considérant que 
les ensembles À et B sont équivalents si d(4, B) = 0. La fonction d se géné- 
ralise aux classes des ensembles équivalents et possède toutes les propriétés 
de la distance. 

On peut désormais définir un ensemble mesurable de la manière suivan- 
te : un ensemble À est mesurable s’il peut être approché avec une précision 
quelconque par des ensembles B de R(S). Autrement dit, la famille Z(S) 
des ensembles mesurables est confondue avec l’adhérence de R(S) dans 
l’espace métrique construit. On montre (voir exercice 99) que l’espace P(X) 
(plus exactement l’espace quotient des classes d’ensembles équivalents 
correspondant) est complet. Donc Z(S) peut aussi être considéré comme la 
complétion de R(S). 

Vérifions tout d’abord que Z{(S) est une algèbre. Soient 41 et A2 des 
ensembles mesurables, c’est-à-dire pour tout e = 0 il existe des ensembles 
B; et B2 de R(S) tels que “(A1 Bi) = € et “(42 A Bo) = €. On a alors 
(voir exercice 71) les majorations suivantes : 


u*((41U 42) A(B1U B2)) < 2e, 
H*((41 N 42) À (B11N B2)) < 2e, 
u*((41\42) A(B:1\Bo)) = 2e, 
ce qui prouve la mesurabilité des ensembles A1 U 42, A11) A2 et A1 40. 
2 
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Prouvons maintenant que L(S) est une o-algèbre. Supposons que 


Ar € L(S) et À = (J 4x. Pour tout € = 0 il existe des ensembles Bz € R(S) 
k=1 
tels que “(4 A B) = e/2%. Posons B — U B;. La relation U 4) A 
k=1 


a(Ü B) © au (Ar A B4) entraîne u*(4 A B) = : _ — €, Soit, d’autre 
=1 
part, Bx = BA(BAUBaU | . UB£-1) pour k=— 1 et B; = B1 Alors 
B4 € R(S) et B — [| B;. La série > u(B;) étant convergente (ses sommes 
=] k 


partielles sont bornées par u(X)) il existe un N tel que S u(B;) = &. 
k=N+1 


N 
Posons B° = |_| B;. Alors B° € R(S) et u*(B AB") = &e. D'où “(4 A B") = 


=] 

< "(4 A B)+u*(B A B") = 2e, ce qui prouve la mesurabilité de À. 

Vérifions que u* est une mesure o-additive sur L(S). 

Lemme. | 4*(4)— u*(B)| = u*(4 AB). 

En d’autres termes, la fonction u* est uniformément continue par rapport 
à la distance d(4, B) = u*(A A B). 

La démonstration est une conséquence de la monotonie de u* et des 
inclusions À € BU(AAB),B € AU(A AB). 

Supposons maintenant que A1, A2 € L(S) et À = A;l]42. Pour tout 
e — 0 choisissons B. et B: de R(S) tels que d(A;, B;) < €, i — 1, 2. Alors 
d(A, B1UB2) = 2e. Donc | u*(4)-— u*(B1UB2)| < 2e. Mais w“(B1UB2) = 
= u(B:UB3) = u(B1+ u(B2)— u(B1lB2). Or, u(B:1f1B2) —= d(B;N Bo, ©) = 
—= d(B1fB2, A1 A2) <= 2e, donc | 4*(B1U B2)— u1(B1) — u(B:) | << 26. 
En regroupant les inégalités initiales et celles obtenues, il vient 
| 4*(4)— u*(41)— m*(A2)| < 6e. Ceci étant valable Ye — 0 il s'ensuit que 
u*(4) = u*(A41)+ (42), c’est-à-dire u* est additive sur L(S). 


Prouvons enfin que u* esto-additive sur L(S). Supposons que 4 — Ll Âk- 
=1 
La o-monotonie de u* entraîne u*(4) = 2 u*(Ax). L’inégalité u*(4) = 


=» u*(4x) s'obtient par passage à la limite à partir de u*(4) = ph u*(Ak), 


qui ecoute de l’additivité finie et de la monotonie de y. C.q.f.d. 
La condition X € R(S) est souvent trop forte. Considérons la condition 


plus faible X € RS). Alors X = L] Xn Où X ES ; donc, l’espace est 


une réunion dénombrable des rt du semi-anneau. Dans ce cas la 


mesure y est dite o-finie. 
Définition. On dit qu’un ensemble À est mesurable-Lebesgue par rapport 
à une mesure o-finie y si sont mesurables les ensembles A1 X;, ï = 1,2, .... 
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On appelle mesure de A la somme de la série Ÿ #*(AN X;) si elle est con- 
=] 


vergente, et + si elle est divergente. 


Il est immédiat de vérifier que les ensembles mesurables forment une 
o-algèbre et que la mesure u* définie plus haut est o-additive (avec une 
réserve évidente : les deux membres de légalité u(L1 4x) = Ÿ u(Ax) 
peuvent être infinis). 

Définition. Soient X un ensemble, R € (X) un c-anneau. On dit qu’une 
fonction » sur R réelle (resp. complexe) est une charge (resp. charge complexe) 


si elle est o-additive au sens suivant : pour tous 44 € R, l’appartenance 


A = | | 4€ R entraîne que la série Ÿ »(A4z) est absolument convergente 
K=1 
et sa somme égale à (4). (Comparer avec l’exercice 131.) 

Exemple. Toute combinaison linéaire de mesures o-additives sur R à 
coefficients réels (resp. complexes) est une charge (resp. charge complexe). 

La réciproque est vraie. 

Théorème 2. Toute charge (resp. charge complexe) v peut être représentée 
sous la forme v = 1—u2 (resp. v = LW1—uo+tius—ia), où Lx sont des 
mesures o-additives. 

Définition. On appelle variation d’une charge v sur un ensemble À Ia 
quantité 


}»] (4) = sup D |[r(4z)|, À = LI Ak. 


Exemple. Si v = u1—u, alors |v|(4) = u1(4)+u2(4). Cette inégalité 
se transforme en égalité si les mesures u1 et u2 sont éfrangères sur À (c’est- 
à-dire siexiste une décomposition À — 4111 Astelle que u2(41) — 41(42) = 0). 

Théorème 3. La fonction | v| est une mesure o-additive sur R. (Voir exercice 
138.) 

3. Constructions de mesures. Considérons le semi-anneau S des inter- 
valles semi-ouverts [a, b[ de la droite réelle. La famille de toutes les mesures 
de ce semi-anneau se décrit d’une façon simple. Plus exactement, à toute 
mesure u sur S associons une fonction F, sur R par la formule 


u([0, #) pour = 0, 
F,(?) = 0 pour {= 0, 
— u([f, OÙ pour = 0. 


La fonction F, est visiblement non décroissante. Inversement, si F est 
une fonction non décroissante sur R, on peut définir une mesure ur sur 
S en posant ur([a, b[) = F(b)—F(a). (La vérification de l’additivité de ur 
est laissée au soin du lecteur.) La correspondance entre les mesures sur 
S et les fonctions non décroissantes sur R est biunivoque si ces fonctions 
sont telles que F(0) = O. 
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Théorème 4. Pour qu'une mesure u sur S soit o-additive il faut et il suffit 
que la fonction correspondante F sur R soit continue à gauche, c’est-à-dire 
F(t—0) = F(?) pour tous lest ER. 

Démonstration. La nécessité résulte de la relation F(9—F(t—-0) = 
— lim u([f—e, 1[) = 0 (comparer avec l’exercice 97). Pour prouver la 

€ 0 


condition suffisante on suppose que [a, b[ = L, [az, bel. Alors pour tout N 
k=1 


SE N 

on a [a, b[ = | Î [ax, béf et par suite u([a, b[) = ÿ u([az, bel) en vertu de 
k=1 k=1 

l’additivité et de la monotonie de u. En faisant tendre N vers l’infini, on 


obtient u([a, b[) = ÿ war, bel). Prouvons l'inégalité inverse. Pour tout 
k=1 


e > O choisissons des nombres positifs à, Ô1, 02, ...tels que F(b)— 
—F(B—0) < €, F(a:)—FÆF(ar—ôx) < e/2K. Ceci est possible, puisque F 
est continue à gauche. On remarquera maintenant que l’intervalle [a, b—à] 
est entièrement recouvert par les intervalles Ja; —Ôz, b4l[. Il existe donc 
un N tel que les N premiers intervalles recouvrent cet intervalle. 


N 

D'où u([a, b—o6[) = ÿ, u([ax—ôx, bal), puisque [a, b—ô[ € [a, b—ë] € 
k=1 
N N 

C {ax ôx, bil € mn [ar — Or, be[. Ceci et les inégalités précédentes 
k=1 —] 


N 
entraînent : u([a, b[) = 2 (Tax, brxl)+2e. C.q.fd. 


Signalons un exemple important : F(f) = t. Dans ce cas la mesure 
sur S est confondue avec la longueur ordinaire et son prolongement y” 
à L(S) s'appelle #1esure de Lebesgue sur KR. 

Voici un autre exemple : soit [f] la partie entière de r, c’est-à-dire le 
plus grand entier = #. Posons F(f) =—[—#]. Il est immédiat de vérifier 
que F(?) est continue à gauche. La mesure correspondante est prolongeable 
à toutes les parties de R par la formule 


u(4) = nombre des points entiers de À. 


Décrivons maintenant les charges définies sur R,(S), où S est le semi- 
anneau des intervalles semi-ouverts envisagés plus haut. Pour toute charge 
y pOSOns 

v([0, À) pour 1-0, 
FC) = (Q pour {—=0 (2) 
— v([f, OÙ) pour #f< 0. 


Pour décrire l’ensemble des fonctions F, sur R associés aux charges 
nous aurons besoin de la 
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Définition. On appelle variation d’une fonction j sur [a, b] la quantité 


n—1 
Varb f = sup 2 LP Ex) —f (Ex) L 


a=b <<... <= b, 


où la borne supérieure est prise sur tous les ensembles finis de points 
É1, ..., En Sur [a, b]. On désigne par V{a, b] l’ensemble des fonctions à 
variation bornée. 

Théorème 5. Pour qu’une fonction réelle f sur {a, b] soit à variation bornée, 
il faur et il suffit qu’elle soit représentable par une différence de deux fonctions 
monotones. 

Démonstration. Pour les fonctions monotones, la variation est confondue 
avec l'accroissement : Var f — |f(b)—f(a)| (voir exercice 208). Donc, 
toutes les fonctions monotones et leurs combinaisons linéaires possèdent 
une variation bornée. Réciproquement, soit Var? f <. Posons o(f) — 
= Var! f. Il est clair que y est une fonction croissante. En outre, 
en considérant la collection élémentaire de points 1 = a, &2 = b, 
on constate que Van. f = |f(b)—f(a)l. D'où œ(t:)—(t2) = Var! f = 
> | f(t1)—f(t2)| pour f1= fe, c’est-à-dire la fonction y(rf) = p(r)—-f(r) 
est croissante aussi. Donc, f(f) = o(f)—-wy(r) est la différence de deux 
fonctions monotones. 

Théorème 6. Pour qu’une fonction F sur R soit associée à une charge v par 
la formule (2), il est nécessaire et suffisant qu’elle vérifie les conditions : 


1) F(0) = 0 ; 
2) Fest continue à gauche ; 
3) Fest à variation bornée sur tout intervalle. 


Démonstration. La suffisance résulte des théorèmes 4 et 5. En effet, 
écrivons F sous la forme d’une différence de deux fonctions croissan- 
tes F, et F_. Il est clair que si F vérifie les conditions 1) et 2), alors F, 
et F_ peuvent être choisies de façon à y satisfaire aussi. 

D’après le théorème 4, les fonctions F, et F_ sont associées à des mesures 
o-additives u4, u_. Alors la fonction F = F,—F_ est associée à la charge 
H+— Hi. 

La nécessité de la condition 1) est évidente, celle de la condition 2) se 
démontre comme dans le théorème 4. Prouvons la nécessité de 3). On 
remarquera à cet effet que par définition de la variation de la charge » 
on a Var? F, = |v|([a, b[). Donc, la proposition voulue est un cas parti- 
culier du théorème général de finitude de la variation d’une charge (voir 
exercice 138). C.q.f.d. 

Soient X et Y deux ensembles, S € FX) et TE D(Y), deux semi- 
anneaux, u et », des mesures sur S et 7. Considérons le semi-anneau 
SXT € F{XXY), des ensembles de la forme AXB, AES, BET (voir 
exercice 79) et définissons sur lui une fonction uxr en posant 


24 THÉORIE DE LA MESURE ET DE L’'INTÉGRALE {CH. 2 


(uX»v»)(AXB) = u(4)-r(B). Il est immédiat de vérifier que cette fonction 
est additive. 

Théorème 7. S7 les mesures u et v sont a-additives, la mesure uXv le 
sera également. 

Nous ferons la démonstration de ce théorème après l’exposition de la 
théorie de l’intégration (voir chapitre II, $ 3, n° 3). 

Il est clair qu’un théorème analogue est valable pour le produit d’un 
nombre fini quelconque de mesures. Ce théorème est vrai pour un produit 
infini moyennant quelques contraintes subsidiaires. 

Soient donnés un ensemble d’indices À et pour chaque x € À un 
ensemble non vide X,, un semi-anneau S, € P(X.) et une mesure a-additive 
le Sur S.. Supposons que pour tous les &« € 4, à l’exception d’un nombre 
fini, le semi-anneau S, contient l’ensemble X, et u(X,) = 1. Posons 
X = ff] X. et appelons cylindriques les sous-ensembles Y € X de la forme 

a € À 


— FT VX UT] Ka (3) 
& € Ao & € A\Ao 


où A, est un sous-ensemble fini quelconque de À contenant tous les indices 
« pour lesquels u(X,) 1 et Y,, un sous-ensemble quelconque de S.. Pour 


Y de la forme (3) posons 
u(Y) = [1 Ua(Y à). 


Théorème 8. Les sous-ensembles cylindriques forment un semi-anneau 
S sur lequel u est une mesure o-additive. 

Une démonstration est accessible par exemple dans [15]. 

Il existe un cas important où la o-additivité de la mesure produit (et 
même de mesures plus générales) s’établit de façon très simple. 

Lemme. Supposons que À = N et que tous les X,, n € N, sont des ensem- 
bles finis. Alors la relation Y — L] Y,4 n’a lieu pour des ensembles cylindriques 


non vides que si la somme est finie. 
Corollaire. Toute mesure additive sur le semi-anneau S est o-additive. 


Démonstration du lemme. Munissons X* = [1 X, d’une métrique telle 
n=1 
que tous les ensembles cylindriques soient ouverts, fermés et compacts. 
La proposition du lemme découlera alors de la propriété fondamentale 
des compacts. La métrique cherchée peut être définie comme suit. On 
représentera tout élément x € X par la suite {x,}, x, € X,. Posons 


0 pour x = y, 
d(x, y) = Ÿ{ 1/k, où k est le plus petit indice 
pour lequel xx  y4. 


Il est clair que la boule fermée de rayon 1/k et de centre x est confondue 
avec la boule ouverte de rayon 1/(k+1) et est un ensemble cylindrique. 
D'où il résulte que les ensembles cylindriques sont ouverts et fermés. Leur 
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compacité découle de la compacité de #, compacité qui à son tour se démon- 
tre facilement par l’exhibition d’un e-réseau fini pour tout € — 0. (Pour 
la compacité voir le chapitre IIL 8 2, n° 2.) 

Exemple. Sur l’ensemble X des fractions décimales infinies de la forme 
X = O0, x1, X2, Xe . .. on peut définir une HIsnle comme plus haut en posant 


X4 = {0, 1,2, ...,9} 3; Sx = D(Xx), WT) = 10 21d Ÿ, où card Ÿ est le 


nombre d’éléments de Y. On vérifie que le ne de cette 
mesure est confondu généralement avec la mesure de Lebesgue sur l’inter- 
valle [0, 1] (voir exercice 115). 

Voici un exemple très intéressant de mesures en physique (mouvement 
brownien). Dans l’espace Cfa, b] des fonctions continues sur l’intervalle 
[a, b] considérons les parties de la forme 


X(t1, Ses lie À), .. À) DE {x € CTa, b] | xx) (a A}, 


Où f1=<= ft =... = t, sont des points de l’intervalle [a, b], 41, ..., 4, 
des intervalles de la droite réelle. On vérifie immédiatement que ces ensem- 
bles forment un semi-anneau S. : formule 


U(X (1, cs ln À, .. 4>)) = es fi (fgsi—t) IP X 


(T1 7x) 
niv fæt-Z dd dT1 ... dt, 


définit sur S$ une mesure  . Pour n = 1 cette formule doit être 
comprise comme suit : 
u(X(t, À)) = far = |4|. 
4 


Le prolongement-Lebesgue de la mesure u s’appelle mesure de Wiener 
sur C [a, b]. Cette mesure possède beaucoup de propriétés intéressantes. 
Signalons, par exemple, que les fonctions différentiables en un point au 
moins de l’intervalle [a, b] forment un ensemble de mesure nulle. 

La mesure de Wiener (ou plus exactement la mesure w qui lui est rat- 
tachée, voir exercice 204) admet l’interprétation physique suivante : c’est 
la probabilité qu’une particule en mouvement brownien sur une droite 
se trouve dans les intervalles A1, A+, ..., À, respectivement aux instants 
f1, lo, ..., (n Donc, le graphe du mouvement de cette particule est presque 
sûrement celui d’une fonction continue nulle part dérivable sur [a, b]. 


$ 2. Fonctions mesurables 


1. Propriétés des fonctions mesurables. Soient donnés un ensemble X et 
une o-algèbre À € P(X). On dit qu’une fonction réelle f sur X est J- 
mesurable si pour tout c € R l’ensemble 


E{f) = {x€e X: f(x) =< c} 


26 THÉORIE DE LA MESURE ET DE L’INTÉGRALE [CH. 2 


(dit ensemble de Lebesgue de la fonction f) appartient à A. On démontre 
(voir exercice 139) que l’on peut remplacer dans cette définition le signe < 
par l’un quelconque des signes =, —, = (mais pas par le signe =). 

Une fonction complexe f (x) = — u(x)+50(x) est dite Ÿ-mesurable si sa 
partie réelle w(x) et sa partie imaginaire v(x) le sont. Plus généralement : 
une fonction vectorielle £(x) à valeurs dans un espace vectoriel réel Z de 
dimension finie est Ÿ-mesurable s’il en est de même pour tous les coefii- 
cients &é;(x) du développement &(x) = Ei(x)e1+ ... +£é,(x)e, dans une 
base e1, ..., e,. Cette définition est indépendante du choix de la base dans 
L (voir exercice 161). 

Quand on envisagera un espace X muni d’une mesure u définie sur une 
o-algèbre À € P(X) au lieu de fonction « -mesurable » on dira « u-me- 
surable » ou simplement mesurable. Les propriétés fondamentales des 
fonctions mesurables sont décrites par le 

Théorème 9. L'ensemble des fonctions mesurables forme une algèbre 
fermée pour la convergence presque partout. 

Démonstration. Si une fonction f est mesurable, les fonctions f, | f | et 
f? le sont aussi en vertu du lemme général suivant. 

Lemme. Si f est une fonction mesurable et g est une fonction continue, 
alors la fonction composée g{ f(x)) est mesurable. 

La démonstration découle de l’assertion de l’exercice 143. Supposons que 
f1 et f2 sont des fonctions mesurables. Prouvons que leur somme f1+/fo 
l’est aussi. Pour cela on remarquera que l’ensemble de Lebesgue EX f1+f2) 
peut être représenté par la réunion d’un nombre dénombrable d’ensembles 


mesurables : 
EX fi +f2) _ U (EX f) él Ec_\f2)), 


où Q est l’ensemble des rationnels. 
La mesurabilité du produit jf: résulte de ce qui précède et de l’identité 
2 en: 2 
Jfife = Don 2e De façon analogue, l'identité max(f1, 2) — 


= _ fi+ fa)++ | f1—f2l nous dit que le maximum de deux, donc d’un 


nombre fini quelconque, de fonctions mesurables est mesurable. Soit { f,} une 
suite non croissante de fonctions mesurables, f, sa limite. Alors l’ensemble 
E;(f) est la réunion des ensembles E,( f,) et, par suite, est mesurable. Donc, 
l’algèbre des fonctions mesurables est fermée pour les passages à la limite 
monotones. Mais on sait que tout passage à la limite peut être remplacé 
par deux passages monotones. Plus exactement, 
lim /,(x) = lim Jim max { f(x), fn 1x), fasx(>)}. 
n —> 00 n —> co —+ 00 

Il est évident que si jf est mesurable et f2 est confondue presque partout 
avec /f1, alors 2 est mesurable aussi, c.q.f.d. 

2. Convergences des fonctions mesurables. On peut définir plusieurs types 
de convergence pour les fonctions mesurables. Les plus fréquents sont les 
trois suivants : 
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1) La convergence uniforme sur l’ensemble X désignée par f, = f : 
sup | (7) —f QG) +0 pour n—+c, 


2) La convergence presque partout (pour la mesure u), notée f, + f : 
(x) - f (x), Hors 
pour tous les x situés en dehors d’un sous-ensemble de mesure nulle. 

3) La convergence en mesure, notée f,  f signifiant que pour tout e = 0 
la mesure de l’ensemble 4,(e) = {x € X: | f(x) —f(x)| = €} tend vers 0 
pOUT FH —+ co. 

Les trois types de convergence cités sont reliés entre eux. Il est clair que 
la convergence uniforme entraîne la convergence presque partout et la 
convergence en mesure. 

Théorème 10. Si une suite f, converge vers f presque partout sur X et 
u() Ru alors f; + f. 

Démonstration. Soit A,(e) = {x€e X: | f(x) —f(x)| ze).  Posons 
B,(E) = U Ax{e). Il est clair que Bife) 2 Be) > ... > B,(e) > ... 

kzn 


Soit B(e) = NA B,(e). Si x € B(E), alors x € A,(e) pour des n aussi grands 


que l’on veut. 1 s'ensuit que /,(x) ne converge pas vers f(x) pour n +, 
Donc l’ensemble B(e) est de mesure nulle. Or, u(B(e)) = lim u(B, (e)) 


(voir exercice 97). Comme u(4,(s)) = u(B,(e)) on voit que ‘a, (e)) — 0 
pOUT ñ —+ , C'est-à-dire f} + f, c.q.f.d. 

Ainsi, la convergence uniforme implique la convergence presque partout, 
et la convergence presque partout (sur un ensemble de mesure finie), la 
convergence en mesure. Les réciproques ne sont pas vraies (voir exercices 
162, 163, 168). Il est important et intéressant de remarquer que ces assertions 
sont vraies si l’on « corrige » la suite { f,} ou l’ensemble X. Plus exactement 
ona lie 

Théorème d’Egorov. Si f, + f sur X et u(X) < >, alors pour tout 
o = Oil existe une partie E; € X telle que u(Es) = © et f, = F en dehors de E.. 


Théorème 11. Si f, — f sur X il existe une suite partielle {n,} de la 
série naturelle telle que 
fn f sur X pour ko. 


Démonstration du théorème d’Egorov. Nous utilisons les notations 
A,(e) et B,(e) de la démonstration du théorème 10. Nous avons vu que 
pour tout & = 0 u(B,(e)) — O0 pour 7 +. Donc, pour tout k il existe un 
indice N(k) tel que u(Bxay(1/k)) < 0/25. Pour E prenons l’ensemble 


LU Ba 1/k). Alors u(E.) < © et pour n = N(k) on a |f,.(x)—f(x)l < 1/k 
k=1 
pour x 4 Es. 
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Démonstration du théorème 11. Nous conservons les notations précé- 
dentes. Pour chaque k choisissons un indice n4 tel que u(B,,(1/k)) < 1/2F et 
montrons que la suite partielle n, est la suite cherchée. En effet, l’ensemble 
des x pour lesquels j,,(x) ne tend pas vers f(x) pour k — < est contenu dans 


lim B,,(1/k) et par suite est de mesure nulle. 
kr 


$ 3. Intégrale 


1. L'intégrale de Lebesgue. Soient donnés un ensemble Y, une o-algèbre 
À € PD(X) et une mesure o-additive uw sur A. On dit qu’une fonction 
mesurable f sur X (réelle ou complexe) est simple si elle prend un nombre 
au plus dénombrable de valeurs. Une telle fonction peut être représentée 
par une combinaison linéaire dénombrable de fonctions caractéristiques : 


f(x) = 2 CkAAX), (4) 


k=— 
A4 étant supposés mesurables et X — LU] Ak. 
1 


Remarque. Si toutes les valeurs c; sont deux à deux distinctes, alors la 
mesurabilité de 4,4 résulte de celle de j. De plus f se représente de façon 
unique sous la forme (4). Cependant, il est préférable de ne pas exiger 
que c4 soient distinctes. 

Une fonction f de la forme (4) est dite sommable sur XÀ si converge la 
série 


h |cx] uCAx). (5) 


On vérifie que cette définition et celle de l’intégrale, qui suit plus bas, 
ne dépendent pas du choix de la représentation (4) (voir exercice 189). 

SoitiA € À ; définissons lintégrale de f(x) sur l’ensemble À par la 
formule 


CC 


1 SG) du(x) = Y cxu(AN Ai). (6) 


k=1 


La convergence de cette série résulte de la sommabilité de f. 

On désignera par S(X, u), ou simplement par S(X) si aucune confusion 
n’est à craindre, l’ensemble de toutes les fonctions simples sommables sur X. 
Si l’on a besoin de spécifier que l’on considère des fonctions complexes ou 
réelles on utilisera respectivement les notations SR(X) et SX). Le théorème 
suivant décrit les propriétés fondamentales des fonctions simples. 

Théorème 12. 1) L'ensemble S(X) est un espace vectoriel. 

2) La correspondance fr J f(x) du est une fonctionnelle linéaire 


A 
sur S(X). 
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3) La correspondance À -+-- Î f(x) du est une charge sur À. 
À 


4)La quantité dif, g) = Î [f()—-g(x)|du(x) possède toutes les 
X 
propriétés de la distance à l'exception peut-être de la séparabilité. 
| 
5) La majoration Î fdu— Îg du 
” 


” 

f, g ES(x) ef tous les A E À. 
Démonstration. Les propositions 1), 2), 4) et 5) découlent immédiatement 

de la définition (comparer avec l’exercice 185). Prouvons 3). Si f est la fonc- 


tion caractéristique d’un ensemble B € 9, la correspondance 4 + (| fdu = 


< d\f,g) est valable pour tous les 


4 
— u(ANB) est une mesure o-additive, donc une charge sur À. D’après 
l'exercice 123, cette proposition est valable également pour les combinaisons 
linéaires finies de fonctions caractéristiques et pour leurs limites pour la 
distance di, c.q.f.d. 

Dans la suite, nous identifierons les fonctions confondues presque partout 
sans le spécifier expressément. Cette identification fait de l’ensemble S(X) un 
espace métrique muni de la distance d:. On s’assure immédiatement que cet 
espace peut ne pas être complet (voir exercice 190). Nous verrons plus bas 
que la complétion de S(X, u), admet une réalisation évidente sous forme d’un 
espace de fonctions sur X (plus exactement sous forme de classes d’équi- 
valence de telles fonctions). 

Définition. On dit qu’une fonction f sur X est sommable pour la mesure u 
si existe une suite { f,} € S(X, u), telle que 

1) la suite {f,} est fondamentale dans S(X, u) pour la distance di ; 

2) f, — fpresque partout pour la mesure u sur X. 

Il est clair que s1 la fonction f est sommable et g est une fonction équiva- 
lente à f , alors g sera également sommable (il suffit de considérer la même 
suite {f,}). L’espace des classes d’équivalence des fonctions sommables est 
noté L:1(X, u). 

Prouvons que si u(X#) = >, toute fonction f mesurable bornée appartient 
à Li(X, u). effet, soit Ex,(f) = {xE X: kfn = f(x) < (k+1)/n}. Posons 


AE DE Em, (6). (En fait, cette somme est finie, puisque f est bornée.) 


Il dent que | f(x) —f(x)| < 1/n, de sorte que f, = f et à fortiori 
fn f. De plus, {f,} est fondamentale, puisque dif» f») = 


L A) — fn) | du < (+) u(X). (Nous utilisons la proposition 3) 


x 
de l’exercice 185.) 

Le résultat obtenu admet une généralisation. On dira qu’une fonction 
mesurable f sur X est essentiellement bornée si existe une constante C telle 
que | f(x)| = C presque partout sur X. 

La plus petite de ces constantes (prouver son existence !) s’appelle 
borne supérieure essentielle de la fonction | f| et se note ess sup | f(x) |. 
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La quantité d.(f, g) = ess sup | f(x)—g(x)| possède toutes les propriétés 
de la distance à l’exception de la séparabilité. L’espace quotient corres- 
pondant des classes d'équivalence de fonctions essentiellement bornées est 
noté L.{(X, u). Cet espace est complet pour la distance d.. La sommabilité 
d’une fonction essentiellement bornée sur un ensemble de mesure finie 
se démontre comme celle d’une fonction bornée. Donc, pour u(X) <=, 
on a 


L(X, u) € Li(X, pi). 


Construisons maintenant une intégrale de fonctions sommables. Pour 
cela nous aurons besoin du 

Lemme. Si f,} et {g,} sont des suites fondamentales dans S(X, u), presque 
partout convergentes vers une même fonction h € L1(X, u), alors d{ fà, gn) — 0 


pour n + oo. 
Démonstration. Supposons que Pa = = fn — gr. Alors {y,} est une suite 
fondamentale dans S(X, u) et p, + 0. Nous devons prouver que 


Î [| du 0. Supposons le contraire. Il existe alors un Ô — 0 et une suite 


X 
partielle {n.} telle que Î |Pn,| du = Ô pour tous les k. En réindexant et en 
x 


multipliant toutes les fonctions par 7! on peut considérer que les inégalités 
Î [gr] du = 1 sont réalisées pour tous les n pour la suite initiale. 
x 


Choisissons maintenant dans {o,} une suite partielle {y,,} dite « rapide- 
ment convergente » telle que 


(Pme Pres) € 1/2F. 


Pour cela il suffit de prendre pour n4 l’indice à partir duquel la distance 
entre les termes de la suite {w,} est = 1/26. En réindexant encore la suite on 
peut considérer que di(@», @n+1) = 1/2"+2, On se rappelle que la fonction 
p1 est une fonction simple de la forme (4) : 


DORE 710) 


O0 


Comme À |Ck| = !, Ipi(x)| du(x) = 1, il existe un N tel que 


D lcek| = 3/4. Posons À — ll] Ag et supposons que C — max |! — 
i | 
= = max [pi(x)|. Le théorème d’Egorov nous dit que dans l’ensemble 


A on . exhiber une partie E telle que u(E) = 1/(4C) et y, = 0 sur l’ensem- 
ble B = A\E. Alors | |g,| du — 0. D’autre part, 
B 


$ 3] INTÉGRALE 31 


oil du >= | [g1l du— Î Ig1l du = 0 =>, 
E 


B 

1 
Jleildu- | Ignel du < dipn Par) < 5er. 
B B 


Donc 


[lonldu = [ipsldu- A (Jimiar- LACS 


Cette contradiction prouve le lemme. 
Corollaire. La fonctionnelle Ta{f) = | f(x) du(x), définie pour tout À € X 


A 
sur l’espace S(X, u) est prolongeable par continuité en une fonctionnelle sur 


Pespace Li(X, u). 
En effet, si f € La(X,u) et {f,} est une suite fondamentale dans 
S(X, u), convergente presque partout vers f, on peut poser 


LA) = lim [AG du»). 
RAA 


Le lemme prouvé nous dit que la limite du second membre est indépen- 
dante du choix de la suite { f,}. 
La fonctionnelle ainsi construite s’appelle intégrale de Lebesgue de la 


fonction mesurable f sur l’ensemble À et se note Î f(x) du(x). 


À 
Théorème 13. 1) L'ensemble L\(X, u) est un espace vectoriel. 
2) Pour tout ensemble AE X la correspondance fr J f(x) du(x) est 
À 


une fonctionnelle linéaire sur L1(X, u). 
3) Pour toute fonction f € L1(X, u) la quantité y(A) = J f(x) du(x) est 
À 


une charge sur À. 
4) La quantité d\{ f, g) = J |f—gldu possède toutes les propriétés de 
x 


la distance sur L\(X, L). 

Démonstration. Soient f et g des fonctions sommables, {f,} et {g,}des 
suites fondamentales de fonctions simples convergentes presque partout 
vers f et g. Alors la suite {xf,+/Bg,} est fondamentale et converge presque 
partout vers «f+fBg. Ceci prouve 1). La proposition 2) résulte 


JG@f+B8) du = lim [(fi-+Bgn) du = x lim | f: du+8 lim [ 8, du = 
À LE” n A 6. CA 

= l fdu+B fgdu. La proposition 3) se démontre comme la proposi- 
A A 
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tion analogue du théorème 12. Enfin, la proposition 4) se déduit par un 
passage à la limite à partir des propriétés correspondantes de d, dans 
l’espace S(X, u). 

Remarque 1. Nous montrons plus bas que l’espace L:(X, u) est complet 
pour la distance di. Signalons que dans de nombreux problèmes d’analyse 
fonctionnelle l’espace ZLA(X, u) apparaît naturellement comme la complétion 
de telle ou telle classe de fonctions pour la métrique intégrale d.. Le fait 
que les points de cet espace peuvent être réalisés par des classes d’équiva- 
lence de fonctions sommables joue un rôle secondaire. 

Remarque 2. I existe plusieurs procédés de généralisation de l’intégrale 
de fonctions simples aux fonctions sommables (voir à ce propos les exer- 
cices 195, 196, 197). 

2. Fonctions à variation bornée et intégrale de Lebesgue-Stieltjes. Soient 
æ et f deux fonctions réelles sur l’intervalle [a, b]. Pour toute partition 
T= (HT =a<ti< ...< t;_1< 1, = b) de l’intervalle [a, b] et toute 
collection de points Ë — (Ë1, ...,&,), telles que f_1<é; <= f;, 
= 1,2,...,n, formons la somme intégrale de Riemann-Stieltjes : 


ST, &. J p) 7 2 J(E) [p()—p(i-1)]. (7) 
Î— 
Appelons pas de la subdivision T la quantité A(T) — max (—#-_:). 
l<i<n 
La limite 
lim SCT, &, j, p), (8) 
A(T)— 0 


si elle existe, s’appelle intégrale de Riemann-Stieltjes et se note 
b 
[SO dy). 


Le théorème classique de Stieltjes affirme qu’une condition suffisante 
d’existence de cette intégrale est que la fonction y soit à une variation bornée 
sur l'intervalle [a, b] et que la fonction f soit continue sur cet intervalle. 
Signalons que dans le cas particulier où o(r) = f, l’intégrale de Riemann- 
Stieltjes se transforme en une intégrale ordinaire de Riemann. 

La condition imposée à y d’être à variation bornée est naturelle, sinon 
l’expression (7) serait infinie déjà pour les fonctions f constantes par mor- 
ceaux prenant les valeurs + 1. Donc, dans la suite nous n’envisagerons pour 
œ@ que des fonctions à variation bornée. D'autre part, si les fonctions f et 
œ possèdent un point commun de discontinuité, on s’assure immédiatement 
que la limite (8) n’existe pas. Si la fonction f est continue en un point de 
discontinuité de w, la valeur de y en ce point est sans effet sur la quantité 
(7) (voir exercice 223). Par conséquent, nous pouvons admettre dans la 
suite que la fonction y est continue à gauche. À toute fonction y est associée 
une Charge v (voir théorème 6). 
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L'intégrale de la fonction f par rapport à cette charge s’appelle sntégrale 
b 


de Lebesgue-Stieltjes. Nous la désignerons par | f(x) dy(x). On a le 


b 
Théorème 14. Pour que l'intégrale de Riemann-Sftieltjes Î f(x) dyp(x) 


existe, il est nécessaire et suffisant que f soit bornée et presque partout conti- 
nue sur [a, b] par rapport à la mesure |v|. Dans ce cas l'intégrale de Lebesgue- 
b 


Stieltjes Î f(x) dy(x) est également définie et sa valeur est confondue avec 


a 
celle de l’intégrale de Riemann-S tieltjes. 

Démonstration. Nécessité. Ecrivons @ sous la somme d’une fonction 
continue œ et d’une fonction des sauts w1 (voir exercice 215). Alors la 
charge » sera aussi une somme de charges » et »1. Comme déjà signalé, 
la fonction f doit être continue aux points de discontinuité de y. Donc 
l’ensemble Q;des points de discontinuité de f est |»1|-négligeable. Montrons 
qu’il est aussi | |-négligeable. Supposons que w/[x, B] représentent l’oscilla- 
tion de la fonction f sur l'intervalle [x, B] et w(x) = lim wÂx—e, x+e] est 

0 


l’oscillation de f au point x. Désignons par {,(ô) l’ensemble des points où 
l’oscillation de la fonction f est supérieure à à : 


Q,(ô) = {x € [a, b] : w/(x) = ô}. 
Il est évident que {2; — U OA) = UJ Q; (). Donc, il suffit de prouver 
0 n=1 


que chaque ensemble {,(ô) est |”|-négligeable pour Ô — 0. Soit donné 
e > 0. Il existe une partition T = (0H =a<t1= ...<1, = b) assez 
fine pour que 


j [po(ti)—po(i_1)| = [vol ([a, b])— €. 
Alors 
A1 vol (Léi-1; 6])—|po(t)—po(é-1)l} < €. (9) 


Quitte à raffiner la partition T on peut admettre que 
2, rl ti] |po()—po(ti-1)| < €, (10) 


puisque la fonction f est intégrable et l’expression du premier membre de 
(10) peut être représentée sous la forme 


ne LSCT, Ex, fs p)—S(T, Ê2s f; p)]. 


Considérons les termes de la somme (10) qui correspondent aux inter- 
valles de la partition de [f_1, f;] contenant les points de l’ensemble Q,(6). 


3 
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Pour ces termes, la quantité w[f;_1, f] est bornée inférieurement par une 
constante à. Donc, (10) entraîne que 


2” |o()—-p(t-1)| < €, 


où la somme est étendue aux intervalles de la partition mentionnés. 

De (9) il résulte que 2” | vo] ([fi-1, 4) < 2e, c’est-à-dire la |»|-mesure 
globale des intervalles indiqués est inférieure à 2e. 

Mais ces intervalles recouvrent l’ensemble {2,(ô) tout entier, sauf peut- 
être un nombre de points fini confondus avec les points de la partition T.. 
Comme la |»0|-mesure d’un point est nulle (la fonction wo est continue) 
on voit que |vo(4;(ô))| < 2. 

Suffisance. Supposons que la charge » est représentée sous la forme 
U: a où u., et u_ sont des mesures finies sur l'intervalle [a, blet rl = 

Si n | @) = = 0, alors u,(Q;) = u_(9;) = 0. D’autre part, si la fonction 
œ est u. “intégrable et u_-intégrable, alors elle est »-intégrable. Ceci montre 
que dans la démonstration de la suffisance on peut se borner aux cas d’une 
charge positive (ou d’une fonction monotone y). Dans ce cas, de même 
que dans la théorie ordinaire de l’intégrale de Riemann, nous pouvons 
utiliser le critère de Darboux : une condition suffisante d'intégrabilité de 
f est que la borne inférieure en T° de l’expression du premier membre de 
(10) soit nulle. 

Soit donné € = 0. Désignons par M l'oscillation de la fonction 
f sur [a, b]jet par PV la variation de la fonction y sur [a, b]. L'ensemble (,(6) 
est de mesure nulle pour tout à — 0. D’autre part, cet ensemble est fermé, 
donc compact. Par conséquent, on peut le recouvrir par un nombre fini 
d’intervalles dont la somme des mesures est = e/(2M). L’oscillation de f 
est inférieure à Ô en tous les points de la partie restante de l’intervalle 
[a, b]. On montre immédiatement (l’analogue du théorème de continuité 
uniforme d’une fonction continue sur un intervalle) qu’il existe une parti- 
tion de cet ensemble en un nombre fini d’intervalles telle que l’oscillation de 
f soit = Ô sur chaque intervalle de cette partition. Prenons pour à la quantité 
e/(2V). Alors, pour la partition T No on peut majorer le premier 
57 + 5 NV = Ee, c.q.f.d. 

Pour calculer les intégrales de Riemann-Stieltjes et Lebesgue-Stieltjes 
il est commode d’utiliser les propriétés décrites dans les exercices 220, 
223, 224, 225. 

3. Propriétés de l’intégrale de Lebesgue. Nous avons décrit plus haut 
(voir théorème 13) quelques propriétés importantes de l’intégrale de Lebes- 
gue. Nous allons nous servir constamment de ces résultats. Nous considérons 
aussi les propriétés de l’intégrale rattachées au passage à la limite, aux 
produits de mesures et à la dérivation des charges. 

Théorème 15. (Théorème de Lebesgue de convergence bornée). Soït 
{ fa} une suite de fonctions u-sommables sur un ensemble X, bornée en module 


membre de (10) par la constante A1: 
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par une fonction œ fixée non négative u-sommable sur X et convergente u- 
presque partout sur X vers une fonction f. 
Alors la fonction f est u-sommable sur X et 


lim [du = [fdu 


Jl — CO A 


pour tout ensemble À u-mesurable. 
Démonstration. Pour tout ensemble mesurable À posons »(4) = Il p du(x). 
À 


La mesure v est finie sur X en vertu du théorème 13. 

Lemme. S? une fonction g est mesurable et bornée sur X, alors la fonction 
f = pg est u-sommable et [ f(x) duf(x) = [ g(x) dv(x) pour tout ensemble 

À A 

À -mesurable. 

Démonstration. Considérons l’ensemble M des fonctions g sur X vérifiant 
le lemme. I] est évident que M contient toutes les fonctions caractéristiques 
des ensembles mesurables. En effet, si g = 7», alors 


ff du = [oxsdu = | gdu = »(ANB) = | gdr. 


À ANB A 


Donc M contient les combinaisons linéaires finies de telles fonctions. 
Soit maintenant g une fonction mesurable bornée sur X. Posons g_(x) — 


1 1 
= — Img(x)], g:(x) = g-()+—. Alors g.(x)€ M et g_(x) = g(x) = 
= g4@x). Donc [g- dv= [pg_(x)du(x) = | og du = | pe: du= | g4 dv. 
à A A A A A 


Pour n—+— le premier et le dernier termes tendent vers J gdv. Par 
A 


conséquent, g € M et le lemme est démontré. 
Revenons à la démonstration du théorème 15. Définissons les fonctions 


L SA@)/FG) si pG) Æ 0, 

Sn(x) = . 
si (x) = 0, 
je FO PE) Si p(x) À 0, 
ss 0 si g(x) = 0. 


D'après l’hypothèse du théorème, les fonctions g,(x) possèdent les 
propriétés : 1g,(x)| < 1, g,(x) = g. Nous devons démontrer que 
him ( fn(x) du = J f du. En vertu du lemme ceci revient à affirmer que 

A 


H— © À 


lim Fax) dv — g dy. Donc nous avons ramené la démonstration du 
A 


NH > A 

théorème de Lebesgue au cas particulier où la mesure de l’espace X est finie 
et les fonctions considérées, bornées en module par une même constante. 
Dans ce cas, le théorème se déduit sans peine du théorème d’Egorov. 


# 


3% 
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Théorème 16. (Théorème de B. Lévi de convergence monotone). Soit 
{fn} une suite monotone croissante de fonctions u-sommables sur un ensemble 
À. Posons f(x) = lim f,(x) (la valeur + < est possible). 


Pl —> oo 


1) Si les intégrales (| fn(X) du(x) sont bornées dans leur ensemble, alors 
X 
la fonction f(x) est sommable et J f(x) du(x) = Jin J fa(x) du(x). 
2) Si Ru J f(x) du(x) = Te co , alors la nélion f G n’est pas sommable. 


Dénionstation, 1) En retranchant la fonction fi de toutes les fonctions 


În et de f, nous pouvons admettre que jf, = 0 et f = 0. Soit E l’ensemble 
où la fonction f(x) prend la valeur ++. Alors E = (IU Es où 


n 


En = {xeX: fO)ZN; On a u f(x) du = N. u(Ens). Comme 
[70 du = C pour tous les n, on obtient U(Enn) = CIN ; d’où u(E) = 


= lim lim u(En,) = 0. 


Nc n—+0 

Donc, la fonction f est presque partout finie. Montrons qu’elle est 
sommable. A cet effet, le moyen le plus simple est d'utiliser le résultat de 
l’exercice 197. Soit À un ensemble de mesure finie sur lequel f(x) est bornée 
supérieurement. Alors 


[JG du = lim [7,0 du < lim [f(x du(x) < C 

A n — © A F1 —> 00 x 
ce qui prouve la sommabilité de f. Le reste de la proposition 1) et la propo- 
sition 2) résultent du théorème de Lebesgue de convergence bornée. 


Lemme de Fatou. Si une suite { f,} de fonctions u-sommables non négatives 
possède les propriétés suivantes : 


1) J f(x) du = C pour tous les n ; 


2) f — f(x) presque partout sur X, alors f est une fonction u-sommable 
et J fdu = cC. 
x 


Démonstration. Remplaçons le passage à la limite /, — f par deux passa- 
ges à la limite monotones. Plus exactement posons 


Lkn(X) = min {f(x), În+ 1(X), <E82 n+k(X)}, 
Sn(X) = he Lkn(X). 


Alors lim g,(x) = f(x) pour presque tous les x. De la monotonie de l’in- 
tégrale il résulte que Î Ln du = C, et du théorème 16, que f est sommable 


X 
et Î f du = €, ce qui prouve le lemme. 
x 
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Etablissons la complétude annoncée de l’espace L1(X, 4) à partir des 
propriétés obtenues de l’intégrale. 

Théorème 17. L'espace L:(X, u) est complet. 

Démonstration. Soit { f,} une suite fondamentale dans L:(X, y). Quitte à 
passer à une suite partielle, on peut admettre que { f,} possède la propriété : 
di fus fn+1) < 1/27. Posons p1 = f1, Pn = fn —fn-1 pour n >= 2. D’après le 


théorème 16, la série D [v.(x)| est partout convergente vers une fonction 


(x) sommable presque Panone finie. Donc, la série ÿ y.(x) converge pres- 
que partout vers une fonction f(x). Il s’ensuit que jf, — f presque partout 


sur À. D’autre part, toutes les fonctions /, sont bornées en module par la 
fonction (x). Le théorème de convergence bornée (cf. théorème 15) nous 
dit que lim J | f(x) —f(x)| du = 0. Donc f, — f dans l’espace Li(X, u), 


11 —> 00 X 
c.q.f.d. 
Une autre propriété utile de l’intégrale de Lebesgue est la propriété de 
continuité absolue. 
Théorème 18. Soit f € L1(X, u). Alors pour tout e — O0, il existe un 


Ô — O0 tel que (A) = Ô implique Î f(x) dl < €. 


A 
Démonstration. Le théorème affirme en fait la continuité de l'application 
1;: A -+ J f(x) du de l’espace métrique L(X) des ensembles mesurables 
4 


(voir exercice 100) dans R. Si # est la fonction caractéristique d’un sous- 
ensemble mesurable de mesure finie dans X, alors l’application Z, est mani- 
festement continue. Ceci vaut également pour 1; si f est une combinaison 
linéaire de fonctions caractéristiques. D’autre part, si f, — f dans LA1(X, u), 
alors 1; — 1; uniformément sur L(X). Reste à utiliser le fait connu : la 
limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue, c.q.f.d. 

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 7 $ 1, n° 3 relatif 
au produit de mesures. Supposons que (X, S, u) et (Y, T', ») sont les mêmes 
que dans le théorème indiqué. Pour chaque ensemble C = AXB du semi- 
anneau SXT posons fc(x) = 44(x) »(B). Il est évident que (uX»)(C) = 
= u(A)X »(B) = Î fc(x) du. Si l’ensemble C se représente sous la forme 

X 


eé—= LI Cr, Cr ES XT, alors la o-additivité de » entraîne l'égalité fc{x) = 
—1l 
= > fc,(x). D’après le théorème de Lebesgue de convergence bornée il 


résulte de cette égalité que 


709 du(x) = >, [at du(x), 
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donc 
(uX ») (C) = 2 (uX v) (Cx), 


ce qui prouve le théorème 7. 
Etudions plus en détail l’application C:- fc introduite plus haut. 
Prolongeons-la à l’anneau R(S XT') par la formule 


1 =) JC 


Ïl est immédiat de vérifier que 
ci fc llzicx, w = GX») (C1A Co). 
(En effet, si C1 = A1l1B, C2 = AoL1B, où B = CilCo, alors fc, —fc. = 
æ Ja fa» Jci 4 Ce = JA: + JA.) 
Donc la correspondance C -- fc se prolonge en une application de toute 


la o-algèbre des ensembles (uX v)-mesurables de L(YXY) dans L:1(X, u) 
par la formule Jim C, = — on Jc, (la première limite est considérée dans 


L(XXY), la Sonde dans Li(X, u)). 

Lemme. Soit CE L(XXY). Pour presque tous les x € X l’ensemble 
Cx € Y défini par C;: = {yEY: (x, y) EC} est mesurable par rapport à la 
mesure v et mC;) = fc(x). 

Démonstration. Pour les ensembles élémentaires (c’est-à-dire les ensembles 
de l’anneau R(SXT)) ceci est vrai par définition de fc. D'autre part, si 
{C} est une suite monotone d’ensembles, alors la o-additivité de la mesure 


» entraîne : (im CA] — lim »(CQ). Par conséquent, la propriété 


n(Cx) = fc(x) est préservée par les passages à la limite monotones. Mais 
tout ensemble mesurable C peut être déduit, à un ensemble de mesure nulle 
près, à partir d’ensembles élémentaires par deux passages à la limite monoto- 
nes. En effet, soit C, un ensemble élémentaire approximant C avec une 


précision de 2-" pour la mesure ux». Posons C = N Ü Chr, alors 
n=1 k=1 


(uX nc\ C Ü Cuk == 0, (u x ) (U Crxs|c) < 21-71, D'où (uX v) X 
= —1l 


X(CAC)= 0. 
Donc fe. et f« sont confondues presque partout et, par suite, pour 
presque tous les x € X ona f(x) = f(x) = »(C,) = »(C,), c.q.f.d. 
Théorème 19. Soïent u et v des mesures a-finies, C, un sous-ensembles 
(uX v)-mesurable dans XXY. Posons Cx = {yE Y: (x, y)EC}. Alors, pour 
u-presque tous les x € X, l’ensemble C, est v-mesurable, la fonction fc(x) = 
= »(C,) est u-mesurable et 


(ux»)(C) = Î f(x) du(C), (11) 
X 
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égalité dans laquelle les deux membres peuvent simultanément prendre la 
valeur + ©. 

Démonstration. Si l’ensemble C admet une mesure finie, alors le théorème 
résulte du lemme précédent et du fait que l’égalité (11) est préservée par un 
passage à la limite (à gauche dans l’espace L(XXY), à droite dans Li(X, u)). 

Si la mesure de l’ensemble C est infinie, il existe une famille croissante 
de sous-ensembles de mesure finie C,€ C' telle que U C, = C et 
(u X »)(Cy) + >. Alors fc(x) = lim fc, (x) et 


C9 du = (uX»)(C,) — «+. 


X 


Donc fc est mesurable et non sommable, c.q.f.d. 

Ce théorème justifie en particulier une méthode bien connue de calcul 
des surfaces de figures planes (resp. des volumes des corps) par intégration 
de la longueur (resp. des surfaces) de leurs sections. 

Remarque 1. Les espaces (X, u) et (Y, ») figurant symétriquement dans 
le théorème 19, celui-ci reste vrai si on intervertit ces espaces. Donc 


(ux»)(C) = | u(C;) dry), (11°) 
Ÿ 
oùC,={xEeX: (x, y)e C}. D'où 
[r(C:) du(x) = [u(Cs) dr(y). (12) 
x ÿ 


Remarque 2. Ce théorème est valable aussi pour le produit d’un nombre 
fini quelconque d’espaces. Dans le cas de trois espaces (X, u), (F, »), (Z, À)il 
devient 


(uxrX2)(C) = | AC: dux») (x, p) = [(ux»)(C2) (2), (13) 
XXY Z 
où 
Cry=téz (y 2e CE 
C={RGYEXXY: (x, 7, 2)€C}. 


Théorème de Fubini. Soit f(x, y) une fonction sommable sur le produit des 
espaces (X, u) et(Y, v). On a alors les assertions suivantes : 

1) Pour u-presque tous les x € X, la fonction f(x, y) est sommable sur Y et 
son intégrale sur Y est une fonction sommable sur X ; 

2) Pour v-presque tous les y € Y, la fonction f(x, y) est sommable sur X et 
son intégrale sur X est une fonction sommable sur Y. 

3) On a 


[JG pd(uxr)(G, ») = [ {TG ») d0) du(x) = 


XXY X (J 


1 ( ff» duc») dy») (14) 
Y \x 
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4) Pour les fonctions (u X v)-mesurables non négatives, l'existence de l’une 
des intégrales itérées dans (14) entraîne la sommabilité de f sur XXY. 

Démonstration. La décomposition f = f, —f_ ramène la démonstration 
au cas d’une fonction non négative. Considérons le produit des espaces 
(X, u), (7, »), (R, À), où À = dz est la mesure ordinaire de Lebesgue, et 
l’ensemble C € XYXYXR défini par 


C={(x y, 2) EXXYXR: 0 = z = f(x, y)}. 
Appliquons la relation (13) à ce cas. On a 


Cx,y En = {z ER:0=7z < f(x, })} ; AC», ») _ FC, y), 
Ci = { DEYXR: 0<z= fn}: EXC) = [nb 
Y 


d’où l’on déduit immédiatement toutes les propositions du théorème. 

Signalons que la sommabilité de f dans 1), 2), 3) et la non-négativité dans 
4) sont des conditions essentielles (comparer avec les exercices 239 à 242). 

Définition. Soient donnés un ensemble X, une o-algèbre À € P(X),une 
mesure o-finie y et une charge finie » sur À. On dit que la charge » est 
absolument continue par rapport à u si (4) = 0 implique »(4) = 0. Deux 
charges v. et v2: sont équivalentes si la condition | »1| (4) = 0 et la condition 
|v2| (4) = 0 sont équivalentes. 

Théorème de Radon-Nikodym. Toute charge finie v absolument continue, 
par rapport à une mesure u est de la forme 


»(4) = [ FC) duG), (15) 


où f est une fonction de L1(X, bi). La fonction f (comme élément de l’espace 
L\(X, u)) est définie de façon unique par la charge v. 

Démonstration. Pour tout nombre rationnel r posons », = »—ru. 
D'après l’exercice 136 on peut représenter l’ensemble X sous la forme 
AY L] A7 de sorte que la charge », est non négative sur 4* et non positive 


sur 47. Pour tout nombre réel c posons 4, = U A*. Il est évident que 


r>cC 


{A.} est une famille décroissante d’ensembles mesurables : 4, € 4., pour 


C1= C2 Montrons que 4-4 = () A et que le complémentaire de 
C 


As = U À. Sont de mesure nulle. En effet, si À € À4_., alors v,(4) = 0 


pour tous les r, ce qui n’est possible que pour u(4) = 0. Si, par contre, 
A C X\A4., alors v,(4) = 0 pour tous les r, ce qui n’est possible aussi 
que pour u(4) = 0. D'autre part, par construction la famille {4} est 


continue à droite : À — () A+. Il existe donc une fonction f sur # 


£e>0 
telle que 4 = {xe X : f(x) — c}. La fonction f est mesurable puisque 
tous les ensembles 4 le sont par construction. 
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Supposons maintenant que Æ est un ensemble quelconque de mesure 
finie. Alors (voir exercice 187) 


J 7 C9 du = im Dre(en 4x \ Au) = 
E nl —> © ps rs 


= lim a(en 4x \ Au) 


Par ailleurs, par définition de 4,, on a 


mr H(En A \ Ana) = (EN Ak\Aksa) < He a(EN Ak\ Axa) 
ce qui prouve (15) pour les ensembles de mesure finie. La finitude de la 
charge » (cf. exercice 134) entraîne maintenant la sommabilité de f et la 
véracité de (15) dans le cas général. L’unicité de f (comme élément de L:(X, u)) 
résulte de l’exercice 192, c.q.f.d. 

Corollaire. Si y est une mesure sur X et v une charge finie absolument 
continue par rapport à ui, alors pour tout e = 0 il existe un Ô — 0, tel que 
u(4) = ôentraîne|v| (À) = e. 

En effet, le théorème de Radon-Nikodym nous dit qu’il existe une fonc- 


tion f € Li(X, u) telle que »(4) = [ fdu. Alors |v|(4) = [RFA du, et la 
À À 


proposition annoncée découle du théorème 18. 


CHAPITRE 3 


ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 
ET OPÉRATEURS LINÉAIRES 


$ 1. Théorie générale 


1. Topologie, convexité et semi-normes. Nous considérons des espaces 
vectoriels Z sur les corps R et C. Si la proposition envisagée ne dépend pas 
du choix du corps, nous écrirons K au lieu de R ou C. Etant donnés deux 
sous-ensembles À et B de L et deux nombres À et u de K, on désignera par 
ÀAA+uB Vensemble des éléments z€ L de la forme Àx+uy, où xE€ À, 
y € B. 

Définitions. On appelle segment (resp. intervalle) de L d’extrémités x et y 
l’ensemble des points z € L de la forme z = tx+(1—7}y, 0 = 7 = 1 (resp. 
0 = t = 1). 

On dit qu’un ensemble E € L est convexe s’il contient deux quelconques 
de ses points avec l’intervalle qui les joint. Un ensemble E € L est dit 
équilibré sixE € Epourtout« € K, |«] = 1. 

Un ensemble E © Lest dit absorbant si (J 2E = I. 

1€ K 

On appelle semi-norme une fonction p sur L à valeurs non négatives, 
{éventuellement p(x) = < ) possédant les propriétés suivantes : 

1) p(Ax) = |A] p(x), 2 € K, x € L (homogénéité) ; 

2) p(x+y) = p(x)+p(») (sous-additivité). 

La condition 1) implique que p(0) = 0. 

On appelle norme une semi-norme prenant une valeur non nulle finie 
pour tout x non nul de Z. 

On appelle boule unité pour la semi-norme p l’ensemble B, — 
= {xeL: po=l)} 

On appelle fonctionnelle de Minkowski d’un ensemble B € L la fonction 


pg(x) = inf Z(sixé AB pour aucun À — 0, alors on convient que 
2=0,xec1B 
pB(x) = +). 


Les correspondances p -—- B, et B:- pg sont presque réciproques l’une 
de l’autre si p parcourt l’ensemble des semi-normes sur L et B est l’ensemble 
des ensembles équilibrés convexes. La réserve « presque » tient au fait que 
des ensembles B différents peuvent avoir la même fonctionnelle de Minkowski 
ps (voir exercices 267, 268). 
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Théorème 1. 1) Si p est une semi-norme, la boule unité B, est un ensemble 
équilibré convexe. 

2) Si p est une norme, alors B, est un ensemble absorbant ne contenant 
aucune droite tout entière (c’est-à-dire un sous-espace de dimension 1) dans L. 

3) Si B est un ensemble équilibré convexe, alors p» est une semi-norme ; 

4) Si B est un ensemble absorbant équilibré convexe ne contenant aucune 
droite, alors ps est une norme. 

5) Pour toute semi-norme p on 4 ps, = D. 

Démonstration. Les propositions” 1) et 2) résultent immédiatement des 
définitions. Prouvons 3). L’homogénéité de la fonctionnelle pZ est évidente. 
Supposons que B est un ensemble convexe et prouvons que pg est une 
fonction sous-additive. Soient x, y € L. Si pr(x) ou pg(y) sont infinies, cela 
est évident. Si pg(x) = 0, alors Àx € B pour tous les À — 0. Donc, le fait 


que € B entraîne que (1—e)y+x = (—e)p+e— € B pour &€]0, If. 


Donc, l'inégalité pg(y) < 1 implique que ps((1—e)y+x) = 1 pour tous 
les e € ]0, 1[. D’où il résulte que pa(y +x) = ps(y). Reste à étudier le cas 
où pg(x) et ps(y) sont différentes de zéro. Considérons les vecteurs 

— € 
Pa(x) | : 
kowski on a x,, y. € B pour €e — 0. Comme B est convexe il s’ensuit que 

_ TE _ __Pz(x) 

7x. +(1—7T)y. € B pour 7 € [0,1]. En particulier, pour 7 ES A 
= 2250) pour e> 0, 


ét Ve= __ y. Par définition de la fonctionnelle de Min- 
Pa(Y) 


— 


1—E€ 


Ps +P30) (x +7) € B. Donc pa(x+y) = 


d’où résulte la sous-additivité de ps. Les propositions 4) et 5) se vérifient 
sans peine. 

Définition. On appelle espace vectoriel topologique (en abrégé e.v.t.) 
un espace vectoriel Z sur le corps À muni d’une topologie pour laquelle 
sont continus l’addition et le produit par un nombre. 

Exemple 1. Soit p une semi-norme finie sur L; prenons pour base 


de la topologie de Z l’ensemble des boules ouvertes B, (x, r) = 


= {yEL: p(x-y) < r}. 

Vérifions qu’on obtient ainsi un espace vectoriel topologique. En effet, 
soient x, y € L, U, un voisinage du point x+7y€ L. Par définition de la 
topologie, l'ensemble U contient une boule de la forme B(x+ », F),Fr> 0. 
Posons U1 = B,(x, r/2), U: = B (y, r/2). Alors, U1 et U2 sont ouverts et 
Ui+U:c B{x+y, r) GE U en vertu de Ia sous-additivité de p. Ce qui 
prouve que l’addition est continue. 

Soient maintenant x € L, 2€ K et U un voisinage du point Àx € L. Alors 
U contient la boule B,(Ax, r),r > 0. Posons V. = {u€ K: |[A—-ul|=e}, 
Las: B (x, Ô). SiuE V:, y € Us, alors, 


pQx- uy) = p(x-— ux)+p(ux— uy) = ep(x)+ (A1 + e)0. 


obtient 
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Il est évident que cette expression est inférieure à r pour des € et Ô 


positifs assez petits. Donc VU: c B,(Ax, r) € U, ce qui prouve que la 
multiplication est continue. 
Exemple 2. Soit {pe}: « 4 une famille de semi-normes finies sur L. Prenons 


pour base de la topologie de L l’ensemble des boules B,(x; r), « € À, 
x € L, r > 0 et leurs intersections finies. Comme dans l’exemple 1 on vérifie 
que cette topologie fait de L un espace vectoriel topologique. De tels espaces 
sont appelés polynormés. 

Remarque 1. Toute semi-norme finie sur l’espace L définit une applica- 
tion de Z dans l’ensemble R* composé de tous les nombres réels non néga- 
tifs. La topologie définie plus haut est la plus faible des topologies pour 
laquelle sont continues toutes les semi-normes de la famille {p.}, € 4. 

Remarque 2. Dire que les semi-normes p sont continues, revient à dire 


que les boules B,(0, 1) sont ouvertes. 

Définition. On appelle espace vectoriel topologique localement convexe 
(en abrégé e.l.c.) un e.v.t. muni d’une base d’ensembles convexes. 

Il est évident que les e.v.t. des exemples 1 et 2 sont des e.l.c. L’e.v.t. de 
l'exemple 2 est le plus général de tous les e.l.c. Plus exactement on a le 

Théorème 2. Dans tout e.l.c. L on peut définir une topologie à l’aide d’une 
famille de semi-normes {p.} « 4. Pour une telle famille on peut prendre l’en- 
semble de toutes les semi-normes continues sur L. 

La démonstration s’appuie sur la proposition suivante. 

Lemme. Tout voisinage de O dans un e.l.c. L contient un ensemble équilibré 
convexe ouvert. 
_ Démonstration du lemme. Soient U un voisinage quelconque de 0 et 
U € U un voisinage convexe ouvert de 0 dans Z. La continuité du produit 
par un nombre sur L entraîne l’existence d’un nombre e — 0 et d’un voisinage 
ouvert Y & L de O, tels que B..V € Ü, où B. = {2€ K: |A] < €}. Suppo- 
sons que W désigne l’enveloppe convexe de l’ensemble B,V, c’est-à-dire 

N 


l’ensemble de tous les vecteurs de la forme Ÿ 7x, où xx € BV, et que les 
k=1 


coefficients 7; sont tels que 


N 
O<zx<l, Ùù w=l 
k=1 


(comparer avec l'exercice 269). Alors l’ensemble W est ouvert, convexe, 
équilibré et contenu dans Ü € U, ce qui prouve le lemme. 

Démonstration du théorème 2. D’après le lemme et la proposition 3) du 
théorème 1, sur L est définie une famille non vide de semi-normes continues 
possédant la propriété décrite dans l’exemple 2. Munissons ZL d’une topo- 
logie d’espace semi-normé en prenant pour {ph e4 la famille de toutes les 
semi-normes continues sur L. Il est évident que cette topologie n'est pas plus 
forte que la topologie initiale, puisque toutes les boules B, (x, r) sont 
ouvertes pour la topologie initiale. D’autre part dans chaque voisinage de 0 
pour la topologie initiale, on peut inscrire un ensemble ouvert équilibré 
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convexe W, donc la boule B,,(0, 1). Par suite, la topologie de l’espace 
semi-normé n’est pas plus faible que la topologie initiale, c.q.f.d. 

En général, on n’étudie que les e.v.t. séparés (ou de Hausdorff), c’est-à- 
dire des espaces tels que deux points quelconques possèdent des voisinages 
disjoints. 

Théorème 3. Dans tout e.v.t. L il existe un sous-espace Lo unique tel que 

1) fout voisinage non vide d’un point x € L contient l’ensemble x+Ls ; 

2) l’espace quotient L]Lo muni de la topologie quotient naturelle est 
séparé. 

Démonstration. Soit Lo l’intersection de tous les voisinages non vides 
de 0. La continuité de l’addition et du produit par un nombre entraîne que 
L, est un sous-espace et que 1) est vraie. Si, d’autre part, x et y sont deux 
points quelconques de l’espace quotient L/Lo, il existe un voisinage U de 0 
dans L/L, ne contenant pas x— y. De la continuité de la soustraction il résulte 
qu'il existe un voisinage V de O0 tel que V-V € U. Donc x+V et y+V 
sont des voisinages disjoints de x et y, c.q.f.d. 

Exemple. Dans l’espace semi-normé (L, {p4}: e 4) Lo est confondu avec 
l’ensemble sur lequel les semi-normes p, s’annulent. 

Une même topologie sur un e.l.c. Z peut être définie par des familles 
différentes de semi-normes. Deux familles de semi-normes {nhkex et 
{qs}s « p sont équivalentes si elles définissent la même topologie. On démontre 
que deux familles de semi-normes sont équivalentes si et seulement si toute 
semi-norme d’une famille est majorée par une combinaison linéaire finie de 
semi-normes de l’autre famille et inversement. 

Dans la suite on n’étudiera en principe que des espaces semi-normés 
séparés. Les plus importants d’entre eux sont ceux qui mettent en jeu une 
famille À finie ou dénombrable. Si 4 est finie, on peut remplacer la famille de 
semi-normes {p.} par une seule semi-norme p = Ÿ p. qui définit la même 

a € A 

topologie que cette famille. Pour que L soit séparé, il est nécessaire et suffi- 
sani que la semi-norme p soit une norme. Les e.v.t. dont la topologie peut 
être définie par une norme sont dits normables. Si la norme p définissant la 
topologie est fixée, ils sont dits normés. Si À est dénombrable, L n’est 
généralement pas normable. Cependant, tout e.v.t. dénombrablement normé 
est métrisable, c’est-à-dire sa topologie est définie par une métrique. De plus, 
cette métrique peut être considérée comme étant invariante par les tran- 
slations*). Une telle métrique est la fonction 


= V 2-7 Pix) 
ACL 2,2 1+p,(x—)) ‘ 


2. Espaces duals. Les espaces vectoriels topologiques forment une 
catégorie dont les morphismes sont les applications linéaires continues. 


*) En général, on appelle espace vectoriel métrique un espace vectoriel muni d’une 
métrique invariante par les translations. Nous suivrons cette terminologie. 
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On désigne par £(L:, L:) l’ensemble de toutes les applications continues 
linéaires d’un e.v.t. L. dans un e.v.t. Lo. Il est évident que £(L:1, Le) est un 
espace vectoriel sur K. Le cas L: — K présente un intérêt particulier. 

Soit donné un e.v.t. L. L'espace _Z(Z, K) désigné généralement par L’ 
s'appelle espace dual de L et ses éléments, fonctionnelles continues linéaires 
sur L. 

Si L est un espace normé, alors on peut aussi munir L’ d’une norme par la 
formule 


LI = sup (1) 
xÆ0 Iz 
(voir exercice 282), où ||x||z désigne la norme de x € Z. 
De façon analogue, si L est un espace polynormé muni d'une famille de 
semi-normes {Pa}: € 4, alors on peut munir L’ de la famille de semi-normes 
{ Pa} € À (généralement non finie) 


; If (x) 
5 — su —_——— , 2 
Se Gi De0) PO) o 


L’espace L’ muni de la topologie définie par la norme (1) est appelé 
fortenient dual de £. 

On définit la ropologie faible sur tout e.v.t. L par une famille de semi- 
normes pF(x) = | f(x)|, où f parcourt L’ ; pour désigner la convergence 
faible des suites on se sert du symbole x, — x. 

La topologie x-faible est définie pour l’espace L’ par la famille de 
semi-normes p,{f) = | f(x)}, où x parcourt L. 

On appelle espace de Banach un espace normé complet. 

Théorème 4. Le dual (L’, p”) de tout espace normé (L, p) est complet*). 

Démonstration. Soit {/,} une suite fondamentale d’éléments de 7’. 
Pour chaque x € L la suite numérique /f,(x) est fondamentale et par suite 
admet une limite que nous désignons par f(x). Vérifions que f € L’. La 
linéarité de f's’obtient par un passage à la limite à partir de la linéarité de f,. 
Dire que / est continue revient à dire qu’elle est bornée sur la boule unité B, 
(voir exercice 281) ; or, ceci résulte du fait que { f,} est fondamentale et de la 


majoration 

[fG)1 = p'() px). (3) 
Enfin, l’assertion p'(f,—f) — O s'obtient par passage à la limite pour 
m > > dans l'inégalité p’(f;—/fh) < €, valable pour les n, »1 assez grands, 


puisque { f,} est fondamentale, c.q.f.d. 

Tout espace normé L peut être naturellement plongé dans l’espace bidual 
L”” (voir exercice 303). Si cette injection est un isomorphisme sur L” tout 
entier, l’espace Z est dit réflexif. Les topologies faible et *-faible de tels 
espaces sont confondues. 


*) Ici et dans la suite on entendra par espace dual un espace fortement dual si le 
contraire n’est pas spécifié. 
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La correspondance L — L’ est prolongeable en un foncteur contravariant 
dans la catégorie % de tous les espaces de Banach (les morphismes sont les 
opérateurs linéaires continus). Plus précisément, à tout opérateur 4 € £ 
(L1, L2) on peut associer un opérateur adjoint 4’ agissant de L; dans L; par 
la formule 

A’f(x) = f(Ax), où fEels, xez.. 


On appelle norme de lopérateur AE L (L1, Le) le nombre || 4|| = 

: Ax|, 

arr 
Théorème 5. La norme de l’opérateur 4’ est confondue avec celle de À. 
Démonstration. Calculons la norme de 4”. Par définition 


, À” , , 
141 = sup EL = sup 14711 = sup 1(4) GI = 
FI < 1 JAI <1 
Ie |] <1 
= sup If(49I= sup [FN sup IÆall= sup 1x1 =] AI. 
1 <1 At xl} <1 xl < 1 
[1x |] <1 [x fl] <= 1 


(Nous avons utilisé légalité ||F4,[| = [| Ax]l, où F, € (Le) est l’image de 
y € L2 par l’injection naturelle Z + (L’), qui est équivalente à l’assertion 
de l’exercice 303.) 

3. Théorème de Hahn-Banach. Si Z et L: sont des e.v.t. séparés et de 
dimension finie, alors toute application linéaire de L dans ZL2 est continue 
(voir exercice 300) et, par suite, dim 2(L:1, Lo) = dim L:-dim Lo. En parti- 
culier, dim L’ = dim L. Ceci est mis en défaut si la dimension est infinie. 
On sait (voir exercice 321) qu’il existe des e.v.t. séparés L de dimension 
infinie tels que L’ = {0}. Cet inconvénient n’existe pas dans les e.l.c. 

Théorème de Hahn-Banach. Soient p une semi-norme sur L, Lo une partie 
de L et fo une fonctionnelle linéaire sur Lo telle que | fo xo)| = p(Xo) pour 
tous les xo € Lo. 1l existe alors une fonctionnelle linéaire f sur L confondue 
avec fo sur Lo et telle que | f(x)| = p(x) pour tous les x € L. 

Démonstration. Considérons la famille £ de tous les couples (ZL:, fi), 
où L1 est un sous-espace de L contenant Lo et f1, une fonctionnelle linéaire 
sur L1 confondue avec f, sur Lo et telle que |/i(x1)l = p(x1), x1 € La. 
Signalons que £ n’est pas vide, puisqu'il contient le couple (Lo, fo). Défi- 
nissons sur l’ensemble £Z un ordre partiel en posant (L1, f1) < (Lo, fo) si 
Li € L2 et si la restriction de f2 à L1 est confondue avec f1. L'ensemble 2 
satisfait aux conditions du lemme de Zorn : tout sous-ensemble {(L., f.)}, 
x € À de £ admet un majorant : (| JL., f), « € A, où f estune fonctionnelle 
confondue avec f, sur L.. Donc £ admet un élément maximal (£, f). 

Supposons que £ Æ L. Soit x € L un élément non contenu dans L. 
Construisons le prolongement 1 de la fonctionnelle f à l’espace Li = L+Kx 
en posant f1(%+Àx) = f(#)+2c. Ecrivons les conditions que doit remplir la 
constante c € K pour que ce prolongement possède la propriété : | f1(x)| = 
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< p(x), x € La : 
f()+2c] = p(%+Ax), SEL, 2€K 


En substituant — y à x et en divisant les deux membres de cette inégalité 
par ||, on obtient la condition équivalente 


cf <p(x-y), yeL. 


Traitons d’abord le cas K = R. Il nous faut vérifier que la famille d’inter- 
valles [ f(y}—p(x—y), f(y)+p(x-—y)], y € Z possèdent un point commun. 
Pour cela il suffit de vérifier que l’extrémité gauche de tout intervalle est 
située à gauche de l’extrémité droite de tout autre intervalle. Le point cher- 
ché sera alors la borne supérieure de toutes les extrémités gauches. 

Il reste donc à vérifier l’inégalité 


fOD-p(x—-y1) = f(2)+p(x—-y2),  Y1 y2 € L. 
Or, elle découle immédiatement de 
F1) —-f02) = pO1-7y2) = p(y1-x)+p(x—y2). 


Le théorème de Helly (voir exercice 320) nous permet d’étendre immédia- 
tement ce raisonnement au cas complexe. Nous indiquons ici une voie plus 
simple. Traitons l’espace Li comme un espace réel. On peut alors l’obtenir 
à partir de Z en lui ajoutant successivement R:x et R-ÿx. Les prolongements 
successifs de la fonctionnelle f nous conduisent à une fonctionnelle linéaire 
réelle w, confondue avec f sur L et telle que |[g(x)| = p(x) pour x€ Li. 
Il est évident que la fonctionnelle y(x) = —igp(ix) possède les mêmes pro- 


px) + y(x) 
5) 


priétés. Enfin, en posant f1(x) = , on obtient le prolongement 


cherché | f(x)! — IPOTEIPET = p(x) et f(x) = POI C2) — ifi(x). 


Nous avons ainsi construit le couple (L:, f1) qui suit (£, f + ce qui contredit 
le fait que(£, f) est maximal. Donc la proposition L Z L est fausse, c.q.f.d. 

Corollaire 1. Dans tout espace semi-normé L il existe suffisamment de 
fonctionnelles continues linéaires pour séparer deux points quelconques. 

En effet, si x, y € L, x y, alors le lemme du numéro 1 nous dit qu’il 
existe un voisinage équilibré convexe de 0 ne contenant pas x—y. Posons 
p = Pu, Lo = K(x—y), fox —y) = 1. D’après le théorème de Hahn-Banach 
il existe une fonctionnelle f € L’ telle que f(x) —f(y) = 1 et | f(x)| = pu(x). 

Corollaire 2. Pour tout espace normé (L, p) et tout vecteur x€ L, x Z 0, 
il existe une fonctionnelle f € (L’, p”) non nulle telle que 


JG) = PP) »pQ). (3°) 


Corollaire 3. Pour tout espace normé( L, p) l'injection naturelle de L dans L’’ 
(qui transforme x € L en la fonctionnelle x(f)= f(x)) est isométrique. (Com- 
parer avec les exercices 303, 304.) 

Remarque. Les propriétés de la semi-norme p n’ont pas été entièrement 
utilisées dans la démonstration du théorème de Hahn-Banach. Plus préci- 
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sément on peut prouver que tous les raisonnements restent en vigueur si 
l’on exige que p soit sous-additive et positivement homogène : p(Ax) = Ap(x) 
pour 2 = 0, 

De plus, on peut affaiblir les conditions du théorème en exigeant la 
réalisation de l'inégalité f(x) = p(x) (c’est-à-dire que la fonctionnelle ne 
soit bornée que supérieurement) ; ceci étant, la fonctionnelle f(x) est justi- 
ciable de la majoration f(x) = p(x). 

Voici l'interprétation géométrique du théorème de Hahn-Banach. 

Définition. Soient L et M des espaces vectoriels. On appelle variété 
linéaire dans l’espace vectoriel L l’image réciproque d’un point par une 
application linéaire À : L — M. Si l’image de L dans M par l'application À 
est de dimension n, on dit que la variété linéaire A74{x), x € A(L), est de 
codimension n. Une variété de codimension 1 s’appelle hyperplan. Donc, les 
hyperplans sont les ensembles de niveau des fonctionnelles linéaires. 

Théorème 6. (Forme géométrique du théorème de Hahn-Banach). Suppo- 
sons que K = R. Si U est un ensemble convexe ouvert dans un e.v.t. Let S 
est une variété linéaire ne rencontrant pas U, alors il existe un hyperplan T 
contenant S et ne rencontrant pas U. 

Démonstration. On admettra que U contient 0. Soit Lo le sous-espace 
engendré par S et fo, une fonctionnelle linéaire sur Lo, définie par fo(x) = 1 
pour x€S (la fonctionnelle f, est correctement définie puisque S' engendre 
Lo et ne contient pas 0). Comme S ne rencontre pas U, la fonctionnelle fo 
est telle que fo(x) = pu(x) pour x € Lo. La fonctionnelle de Minkowski 
Pu est sous-additive et positivement homogène : puy(Ax) = Apu(x) pour 
À — 0. D’après la remarque faite plus haut ces propriétés suffisent pour 
prouver le théorème de Hahn-Banach dans le cas réel. Prolongeons /, en 
une fonctionnelle f sur l’espace tout entier, telle que f(x) = pu(x) et posons 
T={xez, f(x) = 1}. Alors T est l’hyperplan cherché. En effet, f(x) = 1 
sur U et f(x) = 1 pour x € U, puisque U est ouvert. 

Corollaire. Soient donnés deux ensembles disjoints convexes U1 et Uo 
dans un e.v.t., l’un étant ouvert. Il existe alors un hyperplan T séparant U: 
et U. 

En effet, posons U = Ui—Us,S = {0}. Alors U est un ensemble ouvert 
convexe, S, une variété linéaire ne rencontrant pas U. Soit T) un hyperplan 
contenant S et ne rencontrant pas U. Comme 7, contient 0, il est défini par 
une équation f(x) = 0, où f'est une fonctionnelle linéaire sur L. L’ensemble 
U étant convexe et ne rencontrant pas 7, la fonctionnelle f prend des valeurs 
de même signe sur U. 

Supposons, pour fixer les idées, que f(x) — 0 pour x € U. En se rap- 
pelant de la définition de U, on remarque que f(x1) — f(x2) pour tous les 
X1 € U, Xe € Uo. Soit c— sup f(x2). Alors l’hyperplan T = {x : f(x) = c} 


\ Xe € Un 
sépare U1 et Uo. 


Remarque. 1 est essentiel d’exiger que U.1 ou U2 soient ouverts dans 
l'énoncé du corollaire (voir exercice 301). Un autre théorème de séparation 
d’ensembles convexes est accessible dans l’exercice 302. 
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4, Espaces de Banach. Les e.v.t. les plus commodes à l’usage et par 
conséquent les plus fréquents (surtout dans les problèmes d’application) 
sont les espaces de Banach. Ces espaces sont justiciables de trois principes 
fondamentaux de l’analyse fonctionnelle linéaire, principes dont l’un (le 
théorème de Hahn-Banach) a été mentionné plus haut. Ces espaces donnent 
lieu aux théorèmes des fonctions implicites et inverses qui servent de base 
à de nombreux résultats de l’analyse fonctionnelle non linéaire. Nous 
exhibons ici quelques propriétés élémentaires et constructions d’espaces de 
Banach. On trouvera de plus amples détails dans [20], [29] et [15]. 

Nous commençons par les espaces de dimension finie. L’exemple le 
plus connu d’espace de Banach est l’espace Zn, K), K = R ou C. Il est 
composé de tous les vecteurs x = (x1, ..., x,) € K7, et la norme y est définie 
par la formule 


(4) 


x] = 


n=1l 


Une extension naturelle de cet espace est l’espace /,(n, K) qui est cons- 
titué aussi des vecteurs x € K”", mais sur lequel la norme est définie par 


n 1/p 
lie = (SP) o 
Il est aisé de prouver par un passage à la limite pour p — < dans (5) que 
Ixfle = max |x;l. (5) 


l<i<n 


L'expression du second membre de (5) est une norme lorsque p appar- 
tient à l’intervalle [1, +] (voir exercice 323). La démonstration de cette 
assertion n’est pas évidente et se fait en plusieurs étapes. 

On dira que deux nombres p et g de [1, <] sont conjugués si est réalisée 
l’une des conditions équivalentes suivantes : 


1) += 1 ; 
2) (p—-1)(g—-1) = 1; 
3) p+q = pq. 


Lemme (inégalité de Hôlder). Soient p et q des nombres conjugués de 
[1, ]. Alors pour tous x, y € Kr, on a 


dx) < lle 1e (© 


Démonstration. Si l’un des nombres p ou g est égal à , l’inégalité (6) 
est évidente. Traitons le cas où p et g sont finis. On se servira du résultat 
auxiliaire suivant : si a = 0 et b = O0 et si p et g sont des nombres conju- 
gués, alors ab = ar/p+b1/q. Analytiquement on met en évidence cette 
inégalité par un calcul immédiat des dérivées partielles de la fonction 
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(x, y) = xy—x?/p—7y4/q. La figure 1 nous donne la signification géomé- 
trique de cette inégalité. On voit sur cette figure que cette inégalité se trans- 
forme en égalité pour a = b2-1 (ou b = ar-1), 

Prouvons maintenant l’inégalité de Hôlder. Les deux membres de l’iné- 
galité (6) étant homogènes en x et y, il suffit de considérer le cas [|x||, — 


— 1 = ||y|},. (Cette inégalité est évidente si l’un des vecteurs x ou y est 
7 
P-J 
7=È 
ô 
(0) a £ 
Fig. 1 


nul). Posons a = |x;l, b = |y;| dans l’inégalité auxiliaire. On obtient 
[x:y;| = 1x;:[?/p+1y:l4/q. En sommant sur ; de 1 à n, on obtient 


a [x] < _ + RER, er _ —:.l: 


c.q.f.d. 

Remarque. La démonstration du lemme fait apparaître la proposition 
utile subsidiaire suivante à l’inégalité de Hôlder : pour tout x € K” non 
nul il existe un y € K* non nul pour lequel l’inégalité de Hôlder se trans- 
forme en égalité. 

D'où l’on déduit la formule 


IxÎl, = max 
[lle <2 


| n 
XiVi |. 7 
DE U 


En effet, le second membre de (7) n’est pas supérieur au premier membre 
d’après l’inégalité de Hôlder et atteint cette valeur d’après la remarque 
faite plus haut. 

Soit À un espace topologique compact. Désignons par C(X) l’espace 
vectoriel des fonctions continues sur X. Il est immédiat de voir que cet 
espace est normé si l’on pose 


FI = ie [f()1 fe C(X). 
Théorème 7. Soient p et q deux nombres conjugués. L'expression ||x||, 


est une norme pour p € [1, +]. L'espace l,(n, KY est isomorphe à l,(n, K). 
4* 
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Démonstration. Soit Y, un compact dans K” défini par Y, = {y € K”, 
ylla < 1}. Construisons une application de K" dans C(F,) à l’aide de la 


formule x f,, où (y) = > xiH. De (7) il résulte que [}x||, = [fx [lc 


Or C(3) est un espace one. donc ||x||, est une norme sur K”. La deu- 
xième proposition du théorème découle immédiatement de (7)et de la défi- 
nition de la norme sur l’espace dual, c.q.f.d. 

L'espace /,(n, K) admet une extension. Désignons par /,(K) l’espace des 


suites dans X telles que > [x;lP < , (Pour p = + on désignera par /.(K) 


l’espace des suites bornées ne K.) Posons 
1/p 
lle = (Six) pour 1<p<e, 
Noylle = supixs| pour p=c. 
n 


On montre (voir exercices 324, 325) que les espaces /,(K) sont des espaces 
de Banach pour tout pE [1, +]. 

Citons maintenant quelques méthodes de construction d’espaces de 
Banach à partir d’espaces donnés. 

1. La complétion de tout espace normé est un espace de Banach. 

2. Si Lest un espace de Banach, toute partie fermée Lo de L est un espace 
de Banach. 

3. Si Lo est une partie fermée d’un espace de Banach L, Li = L/Lo 
l’espace quotient correspondant, alors L:1 est un espace de Banach pour la 
norme ||x||z, = ns [1yl[z. (Voir exercices 327, 328.) 


4, Soient L: É des espaces de Banach, Li @ Lo, leur pr oduit tensoriel 
algébrique. (Rappelons la définition de L1@L2 (voir aussi l’exercice 61).) 
Soient L1CL»2 l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires formelles 
des symboles x 0 y, où x € Li, y € Lo ; Lio Lo, la partie de L10 L: engendrée 
par les expressions de la forme 


a) (X1+X2)O0Y—-xX10y—-x20O y, 
b) xO(y1+72)—-XxXOy1-x0y2, 
c) AxQuy—Au(xO y) ; À, UE K. 


Alors L1@L:2 = (110 L2)/(Li10 Lo). Si x € Li, y € Le, alors on désigne 
par x@ y la classe d’équivalence contenant xO y. 

Remarque. Il ne faut pas croire que tout élément de l’espace L1@ Lo 
est de la forme x@ y (voir, par exemple, exercice 341). 

Si L1 est de dimension finie et possède une base ex, ...,e,, alors on 
vérifie immédiatement que tout élément a € L1@L>2 s’écrit de façon unique 


sous la forme Ÿ e:®7x. Si de même L2 est de dimension finie et admet une 
k=1 


base f1, ..., fn, alors les éléments e;,@f;, 1 = i = n, 1 = j = m, forment 
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une base sur L1@Lo+. On peut munir L1@L: d’une norme de plusieurs ma- 
nières. Ceci étant, il est naturel d’exiger que cette norme p jouisse de la pro- 
priété : p(x@y) = pilx) paf y), où x € La, y € Le, et p1 et p2 sont des normes 
sur les espaces L1 et L2 respectivement. Ces normes sont dites normes 
tensorielles croisées. 

On remarquera maintenant que l’espace L; @ L, s’applique naturellement 
dans (Z,@L,) : à l’élément f.@f € Li@L, est associée la fonctionnelle 
linéaire f sur L1@ L>2 définie par f(x®@y) = fix)-f2(7). On exigera que la 
norme p sur L, @ L, soit telle que p'(f} = p:( fi) px fe), Où p', Pr, po, sont des 
normes sur les espaces (L.@L,)', Li, L:, respectivement. Ces normes sont 
dites fensorielles croisées uniformes. 1] se trouve (voir exercice 339) que parmi 
les normes tensorielles croisées il en existe une plus grande, notée p1@ p>, 
et parmi les uniformes, une plus petite, notée p1@po2. Les complétions de 
L1@ L2 pour ces normes sont respectivement désignées par L:1 8 L2 et L1@ La. 

5. Si L1et L: sont des espaces de Banach on peut définir sur leur somme 
directe L1® L2 une norme par 


1x1 x2ll = xilli+|lxelle. 


L'espace obtenu sera aussi un espace de Banach. Signalons qu’on peut 
obtenir un espace topologiquement équivalent (mais non isomorphe) en 
posant 

x1Bx2Îl = sup (x1112, |] X2lle). 


$ 2. Opérateurs linéaires 


1. Espace des opérateurs linéaires. Les espaces vectoriels topologiques 
sur un corps donné K (X = R ou C) forment une catégorie £x dont les 
morphismes sont les applications linéaires continues appelées généralement 
opérateurs linéaires continus. Si L. et L: sont des e.v.t. sur K, alors l’ensembl) 
des opérateurs linéaires continus de L1 dans L2 est désigné par Z(L1, Lo 
(voir chapitre, 3, $ 1, n° 2). Il est évident que £Z(Z1, L2) est un espace 
vectoriel sur K ; si Li = L2 = L, alors L(L:1, Le), désigné souvent par 
End Z, est en outre une algèbre sur K. 

L’espace 2(L:1, Le) peut être muni de plusieurs topologies. Les plus 
courantes sont les trois suivantes. 

1. Topologie faible. Les ensembles 


U(x, f) = {AE L(L, L : |f(A4Q))| < 1}, xelL, feL 


forment une base de voisinages de 0*) pour cette topologie. 
Il est immédiat de vérifier qu’une suite {4,} converge vers À pour la 
topologie faible si et seulement si pour tout x € L: la suite {4,(x)} converge 


*) Pour définir une topologie sur un e.v.t. il suffit de se donner une base de voisinages 
de 0. Pour un tel système on peut prendre une famille quelconque de parties contenant 0, 
dont les translations forment une base pour cette topologie. 
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vers A(x) pour la topologie faible de l’espace L2. Cette relation se note : 
An — A Où À = w-lim 4,. 

2. Topologie forte. Une base de voisinages de O0 est constituée des ensem- 
bles U(x, V) = {A € L(L1, Li) : AXE V}, où x € L1et V est un voisinage 
de O dans Lo. Il est évident que la convergence forte de 4, vers À équivaut 
à la convergence de 4,x vers Ax pour la topologie de L: pour tout x € Li. 
Ce qu’on écrit : 4, + À ou À = s-lim 4,. 

3. Topologie uniforme. Soient Li et L2 des espaces normés de normes 
piet P2. On peut alors munir l’espace £(L1, L2) d’une norme p définie par 


PXAX) 
Pix) 


p(4) = sup 
Une base de voisinages de 0 est formée par les ensembles 
U(e) = {A € L( La, Lo): p(A4) < €, e > 0. 


La convergence de la suite 4, vers À pour la topologie uniforme, 
(c’est-à-dire p(4,— 4) > O pour n +) est notée : 4, = À où À = 
— u-lim À, 


11 —> 00 


Un raisonnement peu compliqué montre que la topologie faible est 
plus faible que la forte et la forte plus faible que l’uniforme. Signalons que 
dans le cas fini, i.e. dim Li = et dim£Lo <>, ces trois topologies sont 
confondues. Dans le cas infini, il en va autrement (comparer avec les exer- 
cices 346, 347, 348). 

Signalons une certaine incompatibilité dans la terminologie décrite 
(et en usage) avec les notions introduites précédemment (qui sont aussi en 
usage) de topologies faible et forte sur l’espace L’ = £(L, K). De façon 
plus précise, si l’on traite les fonctionnelles linéaires f € L’ comme des 
opérateurs de ZL dans K, alors les topologies opératorielles faible et forte 
sont associées à la topologie x-faible de Z”, et la topologie opératorielle 
uniforme, à la topologie forte de L”. 

L'analyse fonctionnelle linéaire repose sur trois piliers, trois théorèmes 
rattachés au nom de Stephan Banach. L’un d’eux, le théorème de Hahn- 
Banach est traité au $ 1. Nous nous proposons de citer les deux autres. 

Théorème de Banach-Steinhaus. Sorent Li un espace vectoriel métrique 
complet, L2, un espace normé et {A,}, € r une famille d'opérateurs linéaires con- 
tinus de Li dans L:. Si pour tout x € Li, l’ensemble {A,x}, e r est borné dans 
Le (c’est-à-dire || 4,x|| = C(x), Vx € Lai, y ED), alors la famille {A,} 
est uniformément bornée sur une boule centrée en O dans Li (c’est-à-dire 
[1 4,x]| < C pour tous les y € T° et tous les x de la boule B(0, r) = {x € L: : 
d(0, x) = r}). 

Corollaire. Dans les conditions du théorème, la famille {A,} est équicon- 
tinue : Me — 0, 30 — 0: d(x1, x) < Ô = || 4,(x1) — 4, (2) || < €, Vy ET. 

Démonstration du corollaire. Supposons que ||4,x|! = c sur la boule 
B(0, r). Choisissons à assez petit pour que la boule B(0, ô) soit contenue 
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dans l’ensemble — B(0, r). (Ceci est possible en vertu de la continuité du 


produit par un nombre sur L..) Alors, si d(x:1, x2) <= Ô, || 4,(x1)— 4,(x2) || = 
C(x1, — X2) € 


= | 4Ga-x)l = 2] 4, ER] e À ce = 6 puisque 


eee € £ B(0, à) & B(0, r). 


Démonstration du théorème de Banach-Steinhaus. Supposons que la 
famille {A4,} n’est bornée pour aucune boule de la forme B(0, r), r — 0. 
Alors elle n’est bornée pour aucune boule. Soit en effet B(x1, r1) une boule 
quelconque de Z. L’invariance de la métrique par les translations entraîne 
que la boule B(x1, r1) = x1+B(0, r1). La famille {4,} étant bornée sur 
le vecteur x. et non bornée sur la boule B(0, ri), elle n’est pas bornée sur 
la boule B(x1, r1). 

Construisons maintenant une suite de boules B(x,, r,) et une suite d’indi- 
ces {y,} possédant les propriétés suivantes : 


1) B(X:+1, ln+1) ( B(x»; Fn) 5 
2) Fny1 € Fnf2 ; 
3) [4,1 = nVxEe Bfxs, ra). 


Posons xo = 0, ro = 1 et utilisons le fait que la famille {4,} est indé- 
finie sur la boule B(xo, ro). Cela signifie qu’il existe un indice y. et un élément 
X1 € B(xo, ro), tels que ||4,,x1l| = 1. La continuité de 4, entraîne 
l'existence d’un nombre r. tel que || 4,x|| = 1 pour tous les x € B(x1, ri). 
Quitte à réduire r1 on peut admettre que r1 = ro/2 et B(x1, r1) € B(x0, ro). 
Supposons qu’on ait déjà choisi les boules B(xz, rx) et les indices y, pour 
k=<n—1. La famille {4,} étant indéfinie pour B(x;-1, r1_1), il existe 
un indice y, et un élément x, € B(x:_1, rr-1), tels que || 4, (x;)|| = n. 
La continuité de À. entraîne l’existence d’un nombre r, tel que || 4,,x|| = n 
pour tous les x € B(x,, r,). En réduisant au besoin r, on peut faire en sorte 
que Fn < Fn_1/2 et B(xs, Fr) € B(xu- 1, Fn-1). 

Utilisons maintenant la complétude de Z1. Soit x un point commun 
à toutes les boules B(x,, r,). Un tel point existe d’après le théorème des 
boules emboîtées (voir exercice 24a). Alors [| 4, (x)|| = #7 pour tout n, 
ce qui contredit le fait que la famille {4,} est bornée sur le vecteur x, 
c.q.f.d. 

Un corollaire important du théorème de Banach-Steinhaus est la 
complétude faible de l’espace (L:1, L2) dans le cas où L1 est un espace 
vectoriel métrique complet, Z2, un espace de Banach. On a en particulier le 

Théorème 8. Sÿ L est un espace vectoriel métrique complet, l’espace dual 
L’ est faiblement complet*), 


*) Il s’agit ici de la complétude pour la convergence opératorielle faible, c’est-à-dire 
la convergence x -faible dans l’espace dual. 
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Démonstration. Soit {/,} une suite faiblement fondamentale dans L”. 
Ceci signifie que pour tout x € L la suite numérique { f,(x)} est fondamentale, 
donc admet une limite que nous noterons f(x). Pour prouver le théorème 
nous devons vérifier que f € L’. La linéarité de f s’obtient par passage à la 
limite à partir de celle de f,. La continuité de f résulte du corollaire du théo- 
rème de Banach-Steinhaus. En effet, la famille {f,} d’applications de 
L dans K' est bornée sur tout vecteur x € L. Donc, elle est équicontinue et 
par suite pour tout  — 0 il existe un à — O tel que | j,(x)| < € sur la boule 
B(0, à). En passant à la limite pour nn + on obtient que |f(x)l = € 
sur la boule B(0, à), ce qui prouve la continuité de f. 

Un corollaire utile du théorème de Banach-Steinhaus se formule comme 
suit : 

Théorème 9. Dans l’espace normé L, tout ensemble faiblement borné X 
(c’est-à-dire tel que | f(x)| = c(f) pour tout xE X et fE L') est borné. 

Démonstration. Traitons les éléments x € X comme des fonctionnelles 
linéaires sur L’. La famille Ÿ est bornée sur tout f € L’ par hypothèse. 
Comme L” est complet, le théorème de Banach-Steinhauss nous dit que Y 
est borné sur une boule B(0, r) dans Z, c’est-à-dire | f(x)! = c pour tous 
les x € X et tous les f € B(0, r). D’après le corollaire 3 du théorème de 
Hahn-Banach (voir $ 1 chapitre 3) il s'ensuit que ||x|| = c/r pour tous les 
x € X, c’est-à-dire que X est borné. 

Le troisième principe fondamental de l’analyse fonctionnelle linéaire 
est le 

Théorème de Banach de l’opérateur réciproque. Soient L1 et Lo des 
espaces vectoriels métriques complets, À, un opérateur linéaire continu ap- 
pliquant biunivoquement Li sur L:. Alors l'opérateur réciproque AT : Lo + Li 
est continu. 

Démonstration. Nous devons vérifier que We — 0 l’image de la boule 
B(0, r) € L1 par l’application À contient un voisinage de O dans L>, ce 
qui signifiera la continuité de 471, Utilisons le fait que pour tout & — 0 


la réunion |] nË(0, e) contient £1. Donc la réunion des images , — 
n=1 


— A(nB(0, e)) contient Lo. Soit X, l’adhérence de Y,. Montrons que X, 
contient entièrement une boule de rayon positif dans Le. S’il en était autre- 
ment, le complémentaire Y, de X, dans L: serait un ensemble ouvert partout 


dense. D’après l’exercice 32 l’intersection () Y, serait partout dense, alors 
ñ1—=1 


qu’en réalité elle est vide. Par conséquent, il existe n0 € N, xo € Let ro = 0, 
tels que X, = B(x0, ro). Ceci signifie que l’adhérence de l’image de B(0, €) 
contient la boule B(xo/n, ro/n). Choisissons & assez petit pour que B(0, E)— 
— B(0, E) € B(0, r). On peut le faire puisque l’application (x, y) x—y 
est continue. Nous avons prouvé que l’adhérence de l’image de B(0, €) 
contient la boule B(xo/n, ro/n). Donc, l’adhérence de l’image de B(0, r) 
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contient l’ensemble B(xo/n, ro/n)— B(xo/n, ro/n) qui, à son tour, contient 
B(0, Fo/n). : 

Ainsi, l’image de toute boule B(0, r) € L1, r — 0 est dense dans une 
boule de la forme B(0, p) € L2. Supposons que l’image de la boule 
B(0, r/2") & La est dense dans la boule B(0, On) € Le, n=1,2, ... Sans 
restreindre la généralité on peut admettre que 0, — 0. Montrons que l’image 
de la boule B(0, r) contient la boule B(0, 01). Supposons que y € B(0, e1). 
L'image de B(0, r/2) étant dense dans B(0, c1) il existe un vecteur 
x1 € B(0, r/2) tel que d(y, Ax1) = 02 D'autre part, l’image de B(0, r/4) 
étant dense dans B(0, 02), il existe un vecteur x2€ B(0, r/4) tel que 
d(y— Ax1, AxX:) < 03, et ainsi de suite. La série 2x, converge dans L vers 
un vecteur x € B(0, r). On a d(y, Ax) = lim d(y, Z'Ax,) = 0, c.q.f.d. 

n —:> © 

Ce théorème est souvent utilisé dans la situation suivante. Soient données 
deux normes p. et p2 sur un espace Z, p2 = Cp1 et l’espace L étant complet 
pour chacune d’elles. Alors les normes p. et p2 sont équivalentes, c’est-à-dire 
p1 = C’p2 pour une constante c”. (Pour le prouver il suffit de considérer 
l'opérateur identité de (Z, p1) dans (Z, p2)). 

Un raisonnement analogue est valable pour deux familles dénombrables 
de semi-normes faisant de L un espace métrique complet ; si une famille 
de semi-normes majore l’autre, alors ces systèmes définissent une même 
topologie. Cette circonstance est largement utilisée en théorie des distribu- 
tions. 

2. Ensembles et opérateurs compacts. On dit qu’un ensemble À dans un 
espace topologique X est un compact si de tout recouvrement de À par un 
système d’ensembles ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini ; 
À s'appelle précompact si son adhérence est compacte. 

La définition suivante est plus commode si X est un espace métrique. 
On dit qu’un ensemble 4 € X est un compact si de toute suite {a,} d’élé- 
ments de À on peut extraire une suite partielle {a,,} convergente vers un 
élément a€ À. Nous sauterons la démonstration de l’équivalence de ces 
définitions et renvoyons le lecteur à un cours d’analyse plus détaillé, par 
exemple 8 ou 19. (Voir un résultat plus général dans l’exercice 369.) 

D'une façon générale, les ensembles étudiés dans la suite sont contenus 
dans des espaces métriques complets. Ces ensembles sont justiciables du 
critère de Hausdorff de précompacité en termes de e-réseau (on dit qu’un 
ensemble À est un e-réseau pour un ensemble B si pour tout point be B 
il existe a € À situé à une distance = &). 

Théorème 10. (Critère de Hausdortff). Soient X un espace métrique com- 
plet, À, un sous-ensemble de X. Pour que À soit précompact il est nécessaire 
et suffisant que l'ensemble À possède un e-réseau fini pour tout & — 0. 

Démonstration. Nécessité. Supposons que À ne possède pas de e-réseau 
fini pour un € = 0. Choisissons un point arbitraire a1 € À et construisons 
par récurrence une suite {a,} telle que d(a;, a;) = & pour À?  j. Supposons 
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qu’on ait déjà construit l’intervalle a;, ..., a, de la suite. Cet intervalle 
n'étant pas un e-réseau pour À, il existe un point a € À situé à une distance 
= € de tous les points 4, 1 = ; = n. Prenons ce point pour a,,1. La suite 
{a,} ainsi construite ne possède manifestement aucune sous-suite partielle 
convergente vers les éléments de À, ce qui contredit la précompacité de 4. 

Suffisance. Supposons que À possède un e-réseau fini pour tous les 
e = O0 et soit {a,} une suite de 4. Si {b1, ..., b,,} est un 1-réseau pour À, alors 


l’ensemble À est entièrement recouvert pas les boules B(b:; Dress. nn 
Ceci signifie qu’une des boules renferme une infinité de termes de la 
suite {a,}. Considérons cette boule et son recouvrement fini par des boules 
de rayon 1/2. (Ce recouvrement existe, puisque À possède un 1/2-réseau 
fini.) L’une au moins de ces boules contient une infinité de termes de la 
suite {a,}. Recouvrons cette boule par un nombre fini de boules de rayon 
1/4, et ainsi de suite. En définitive, on obtient un système de boules contrac- 
tiles B, de rayon 2" contenant chacune une infinité de termes de Ia suite 
{a,}. Choisissons une suite partielle {a,,} telle que a,,€ B4. Cette suite 
partielle est fondamentale, donc converge vers un point appartenant à 
l’adhérence de À, c.q.f.d. 

Corollaire. Dans un espace normé L de dimension finie il y a équivalence 
entre un ensemble précompact et un ensemble borné. 

Démonstration. Si À est précompact, alors À est un compact et, par 
suite, un ensemble borné. Donc À est également borné. Inversement, sup- 
posons que À est borné. Construisons un e-réseau fini pour À. Soient 
X1, ..., Xh des coordonnées dans Z. L’ensemble À étant borné, il existe 
un nombre C tel que |x;| = C, 1 <i=<n, pour tous les points xE€ À 
(comparer avec l’exercice 256). Soit R le rayon de la plus petite boule de 
L contenant le cube unité {xXEL: |x;| = 1, 1 << n}. Choisissons un 
nombre M assez grand pour que R/M = e. Pour l’ e-réseau cherché on peut 
prendre l’ensemble des points de la forme (k1/M, ..., k,/M), où k; sont 
des entiers compris entre —-MC et +MC. 

Remarque. On constate que le nombre d’éléments du e-réseau construit 
est égal à (2MC)', c’est-à-dire est de l’ordre de 0 (e-") pour € —+ 0. L’expo- 
sant #7 nous rappelle ici la dimension de l’espace Z contenant le compact. 
Une caractéristique importante et intéressante d’un espace précompact À 
est le comportement asymptotique pour € —+ O de la fonction N(e) qui 
représente le nombre d’éléments du e-réseau minimal pour À. En parti- 
culier, si M(e) — C-e-”, on dit que À possède une dimension approximative 
y. On démontre que dans un espace normé de dimension n il existe des 
sous-ensembles précompacts de dimension approximative arbitraire com- 
prise entre O0 et n. 

Dans les espaces de dimension infinie, un ensemble borné n’est pas 
nécessairement précompact. 

Théorème 11. Soit L un espace vectoriel nornié de dimension infinie. 
Alors la boule unité B = {xeL: ||x|| < 1} dans L n’est pas un ensemble 
précompact. 

Démonstration. Supposons que B est un précompact. On peut alors la 
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recouvrir par un nombre fini de boules B1, ..., By de rayon r = 1. Con- 
sidérons un sous-espace Z,, C L de dimension n contenant les centres de ces 
boules. Ce sous-espace existe à fortiori pour n = N. Soient B, B:, ..., By 
les intersections de B, B1, ..., Bn avec L,.. Il est évident que les ensembles 
B et B; sont des boules de Z, de rayon 1 et r respectivement. Soit u la mesure 
de Lebesgue dans Z, normée par la condition u(B) — 1. Alors u(B;) —r". 
La boule B étant contenue dans la réunion B;, 1=i<Nona M"= 1. 
Or ceci est impossible pour r < 1 et n assez grand, c.q.f.d. 

Le théorème suivant compense un peu le précédent. 

Théorème 12. Dans un espace normé réflexif L, tout ensemble faiblement 
borné est faiblement précompact. 

Nous allons prouver ce théorème sous l’hypothèse que l’espace L’ 
est séparable, c’est-à-dire contient un sous-ensemble dénombrable dense 
{ fa}. Dans ce cas la topologie faible est métrisable sur chaque sous-ensemble 
faiblement borné X € L. En effet, si X est faiblement borné, il est fortement 
borné d’après le théorème 9. Donc X est contenu dans une boule de rayon 
r. Définissons une famille dénombrable de semi-normes p,(x) = | f,(x)|. 
Montrons que cette famille définit une topologie faible sur X. En effet, 
une base de la topologie faible de X est constituée des ensembles de la forme 


U(x, f)={yEX: |f(x-y)|< 1}, xez, fer, 


et de leurs intersections finies. 
Soit /; une fonctionnelle du sous-ensemble dense { f,} telle que || f—f;|| < 
< 1/(4r). Alors le sous-ensemble des y € X pour lesquels p:(7—x) < 1/2 


est contenu dans U(x, f), puisque | f(x—7y)i = | fi(x—7)+(f—fi) (x—7y)l < 
< 1242 27 = 1 


Prouvons maintenant que X est un ensemble faiblement précompact. 
Vérifions pour cela que de toute suite {x,} € X on peut extraire une suite 
partielle faiblement convergente dans l’adhérence de X. La suite numé- 
rique f(x.) étant bornée pour chaque ;, en appliquant la méthode diagonale, 
on peut extraire une suite partielle convergente pour chaque semi-norme p.. 
Cetie suite partielle sera faiblement convergente, puisque la famille {p;} 
définit la topologie faible de X, c.q.f.d. 

La théorie des ensembles convexes compacts constitue un domaine 
très attrayant de l’analyse fonctionnelle linéaire. Nous donnons ici le résultat 
le plus brillant et le plus utile de cette théorie, le théorème de Krein-Milman 
des points extrêmes. 

Un point x d’un ensemble convexe X dans un e.v.t. est dit extrême 
s’il n’est pas milieu d’un intervalle entièrement contenu dans K. Exemples : 
dans un espace euclidien les points d’une sphère sont les points extrêmes 
de la boule limitée par cette sphère ; les sommets d’un cube sont des points 
extrêmes ; un ensemble ouvert ne possèdent pas de points extrêmes. 

Théorème 13. (Krein-Milman). Soient L un e.l.c., K un compact convexe 
dans L, E, un ensemble de points extrêmes de K. Alors K est confondu avec 
l’adhérence de l'enveloppe convexe de E. 
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Démonstration. Voir les exercices 371 à 375. 

On se sert de ce théorème pour prouver que des espaces de Banach ne 
sont pas isomorphes. (Comparer avec les exercices 376, 377, 378.) Une 
autre application est la démonstration élégante du théorème de Stone- 
Weierstrass (voir [29]. 

Nous donnerons plus bas des critères de compacité d’un ensemble dans 
des espaces concrets. Nous allons étudier ici le cas de l’espace C(X), car 
il intervient dans la théorie générale des espaces normés. 


Théorème 14. (Arzela-Ascoli). Soit C(X) l’espace normé des fonctions 
réelles continues sur un compact métrique X de norme || f|| = max |f(x)l. 
X 


Pour qu’une famille A € C (X) soit précompacte, il est nécessaire et suffisant 
qu’elle soit 1) uniformément bornée, c’est-à-dire qu’il existe une constante 
C telle que | f(x)| = C pour f € À et 2) équicontinue (c’est-à-dire que pour 
tout e — O il existe Ô — 0 tel que | f(x)—-f(y)| < €, dès que d(x, y) < à 
pour tous les f€ À). 

Démonstration. Nécessité. Supposons que À est précompacte. Elle 
admet alors un e/3-réseau 1, ..., fn. Chacune des fonctions jf; est continue 
et par suite bornée sur X. D’où 1l résulte que À est uniformément bor- 
née. Chaque fonction j; est uniformément continue sur X. Il existe donc 
à; — 0 tel que | f(x) —fi(y)l < e/3 pour d(x, y) < à. Si l’on considère le 
rectangle f(x), f(x), (>), f(y) on déduit la propriété d’équicontinuité 
annoncée pour Ô — min (01 ... Ôn). 

Suffisance. Construisons un e-réseau fini pour À si l’on sait que À est 
uniformément bornée et équicontinue. Supposons qu’on ait choisi à tel que 
|f(x)—f(»)| < €/3 pour d(x, y) < à et fE À. Sur le compact X il existe 
un Ô-réseau fini S = {x1, ..., x}. Traitons la restriction de la fonction 
J € À à l’ensemble S comme un vecteur de l’espace /..(n, R). L'image de 
A dans L.(n, R) est un ensemble borné À. Donc À est précompacte et pos- 
sède un e/3-réseau fini f1, ..., fn. Montrons que les fonctions f1, ..., fv 
forment un «e-réseau dans À. Supposons que f € À. La restriction f de f 
à S$ est située à une distance = e/3 d’une fonction j; pour la métrique 
de /.(n, R). Majorons la distance de f à jf; dans C(X). Soient x un point 
arbitraire de %X et x. ES, le point le plus proche de lui. Alors 
dx, xx) = Ô. Donc |f(x)—-f(xx)|< e/3 et | f(x) —fixx)| < €/3. De plus, 
| f(xx)— fixe) | <= €/3, d’après le choix de jf. Donc || f—-fil] < &, c.q.f.d. 

L'exercice 379 contient un résultat plus général. 

Définition. On dit qu’un opérateur À d’un espace normé LA dans un 
espace normé Ze est compact (ou encore complètement continu) s’il envoie 
un ensemble borné dans un ensemble précompact. 

Cette notion a été introduite par Hilbert lors de l’étude des opérateurs 
intégraux. Tout opérateur borné de rang fini (c’est-à-dire un opérateur 
dont l’image est de dimension finie) est un opérateur compact. En effet, 
tout ensemble borné est précompact dans un espace de dimension finie. 
On désignera par X(L1, L2) l’ensemble des opérateurs compacts de L: 
dans Lo. 
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Théorème 15. 1) K(L1, L2) est un sous-espace de L(L:, L2) fermé pour la 
norme. 

2) Si AE L(Lo, Li), BE K(Lx, Le), C € (La, La), alors CoBoAE€ 
€ K(Lo, Ls) ; en particulier KL, L) est un idéal dans L(L, L). 

3) Si AE K(Lx L), alors l'opérateur adjoint À": L;, — Li appartient 
à K(L:, Li). 

Démonstration. 1) Soient À et B des opérateurs compacts de L1 dans 
Le, X, un sous-ensemble borné dans L1. Les ensembles AX et BX sont 
précompacts. Donc, l’ensemble «AX+BBX l'est également, par suite 
4A+BB € K(L1, Le). Supposons d’autre part que 4,€-K(LA1, Le) et 
An = À pour n +, Prouvons que l’ensemble AX est précompact. Soit 
donné € = 0. Choisissons un numéro n tel que || 4—4,]|| < e/(2R), où 
R = sup I|x|]. Alors l’ensemble 4,% est un e/2-réseau pour l’ensemble 


xEeX 
AX, puisque || Ax— 4,x]|| = e/2 pour x € X. L’ensemble 4,4 est précom- 
pact par hypothèse, donc il admet un e/2-réseau S fini. Il est évident que 
S' est e-réseau pour AX. 

2) Soit X un ensemble borné dans Lo. Alors AX est un ensemble borné 
dans L1, Bo AX est un ensemble précompact dans Le. MORHONE que l’en- 


semble Co Bo AX est précompact dans L3. En effet, s1,S est un ——— T Gi -réseau 


pour Bo AX, alors CS est un &-réseau fini pour Co Bo AX. 

3) Soient À € K(L,, L,), M, un ensemble borné dans Z;. Prouvons que 
l’ensemble 4'M © L,; est précompact. Construisons pour cela une injec- 
tion isométrique de cet ensemble dans un espace de type C(X). De façon 
précise, pour X nous prenons l’adhérence de l’ensemble AB, où B est la 
boule unité de l’espace L1 (AB est précompact, puisque À est un opérateur 
compact, B un ensemble borné). A toute fonctionnelle f € 4’M associons 
une fonction f(x) sur X d’après la formule f(x) = g(x), où g€ M est 
choisie telle que D A’g. (En général cette propriété ne définit pas g de 
façon unique, mais si f = A'g1 = A'g», alors g1(x) = go(x) pour x € 4B. 
Donc la correspondance f+- f est correctement définie et est de toute évi- 
dence une injection.) Prouvons que cette correspondance est isométrique. : 
En effet, 


lc = . FCI = sup Ig(x)| = sup Ig(4y)| = 
ue | 4'g(y)| ro (FO) = [If IL: 


Reste à vérifier que les fonctions f associées aux fonctionnelles f € 4’M 
forment une famille uniformément bornée et équicontinue. Ceci découle 
des majorations 


| FOI < 1 fIlz < IA Ig1lz; < |A: diam A, 
FO = lez, lx—yllz, < diam M.|Ix-y||1,, 
où diam M = sup ||g|}z:, c.q.f.d. 
geM 
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Le théorème suivant décrit une propriété très importante des opérateurs 
compacts. 

Théorème 16. Les opérateurs compacts envoient les suites faiblement 
convergentes dans des suites fortement convergentes. 

Démonstration. Soient À: L:-+ 2 un opérateur compact, x, — x 
dans L1. Le théorème 9 nous dit que la suite {x,} est bornée pour la norme. 
Donc, la suite {4x,} est précompacte. Par conséquent, il existe une suite 
partielle {Ax,,} convergente vers un vecteur y € L2 Prouvons que la suite 
{Ax,} converge vers y. En effet, dans le cas contraire il existerait un & — 0 
et une suite partielle infinie {4x,,} telle que || A4x»,—y||= €. Comme 
{Ax»,} est un ensemble précompact, elle possède une suite partielle con- 
vergeant vers un vecteur ZE L: On peut admettre que {4x} est cette 
suite partielle. Il est évident que ||y—z|| = e. D’après le corollaire 1 du 
théorème de Hahn-Banach ïl existe une fonctionnelle linéaire f€ L;, 
telle que (») < SG). Soit y = AfE Li. Alors p(x») = f(Ax») — (D), 
P(Xm,) = f(AXm,) + (2). Ce qui contredit la convergence de la suite 
P(X:), c.q.f.d. 

Remarque. La propriété des opérateurs compacts qui vient d’être dé- 
montrée est caractéristique dans un espace dont le dual est séparable : 
tout opérateur borné envoyant une suite faiblement convergente dans une 
suite fortement convergente est compact. En effet, dans ce cas la topologie 
faible sur les ensembles bornés est métrisable, donc est définie par la con- 
vergence des suites. Par conséquent, notre opérateur est continu si l’on 
munit L1 de la topologie faible et Z2 de la topologie forte. Les ensembles 
bornés étant faiblement précompacts, leurs images sont fortement pré- 
compactes. 

3. Théorie des opérateurs de Fredholm. Soient L1 et L2 des espaces de 
Banach,T € L(L:1, Lo). L’équation 


T(x)=7y, xEL1 YELo, (8) 


est la généralisation naturelle d’un système d’équations algébriques linéaires 
au cas infinidimensionnel. Il se trouve que sous certaines conditions supplé- 
mentaires la théorie de tels systèmes est presque entièrement confondue 
avec la théorie finidimensionnelle. Il existe cependant quelques distinctions. 
Outre la difficulté de démonstration une nouvelle notion intervient dans le 
cas infinidimensionnel : l’indice d’un opérateur linéaire. Nous allons intro- 
duire cette notion par étapes. Désignons par ker T le noyau d’un opérateur 7, 
c’est-à-dire l’ensemble de toutes les solutions de l’équation 


Tx=0, xeLu (9) 


Par im T' nous désignons l’image de l’opérateur T, c’est-à-dire l’ensemble 
de tous les y € L2 pour lesquels l’équation (8) admet une solution. Il est 
évident que ker T'est un sous-espace fermé (en tant qu’image réciproque d’un 
point par une application continue). L'ensemble im T n’est pas toujours 
fermé (voir exercice 392). Nous considérons aussi l’opérateur adjoint 
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T'E L(L;, L;) et les équations correspondantes 


T'g=f, gels felL, (10) 
FE, él: (11) 


Si im 7 et im 7°” sont des sous-espaces fermés, on peut alors définir les 
espaces de Banach 


coker T = LolimT et coker T' = I;/imT” 
qui sont appelés conoyaux des opérateurs T et T” respectivement. Posons 
a«(T) = dimker T7, B(T) = dim coker7, 
i(T) = a«(T)—B(T). 


On dit qu’un opérateur T est de Fredholm si les nombres «(T) et B(T} 
sont finis. Dans ce cas le nombre ?(T) s’appelle indice de l’opérateur T. 

En dimension finie, lorsque dim ZL:1 = N1, dim Le = No, on vérifie 
immédiatement que 


Ni—a(T) = No—f(T) = rangT, 


N2—a(T°) = N:—B(T”) = rang 7”, (12) 


ce qui, avec l'égalité rang T = rang T° (théorème du rang d’une matrice). 


donne 
a(T) = B(T”), B(T) = «(T”), ë(T) = —-iT”). (13) 


On se propose dans ce numéro de démontrer la relation (13) pour le cas. 
infini (pour des opérateurs de FredHolm) et de définir des critères commodes 
pour le calcul de l’indice et la résolution des équations (8) à (11). 

Soit donnée une suite nu linéaires et d'opérateurs linéaires : 


LR Lies. (14) 


Cette suite est dite exacte en un terme L, si im T4 = ker Ty+1. On dit que la 
suite (14) est exacte si elle est exacte en chaque terme. Il est évident que 
l'exactitude en Z, entraîne l’égalité Tr:107% = 0. Cette propriété s’appelle 
semi-exactitude. Si la suite (14) est semi-exacte en Lz, alors im 7% € ker Tr+1. 
L'espace quotient H, = ker Tz.1/im T4, mesure « l’inexactitude » du terme 
Lx. On l’appelle k-ième espace de cohomologie de la suite (14). Si Hx = {0} 
pour tous les k, alors la suite (14) est exacte. 

Nous nous intéresserons au cas, où tous les espaces L, sont de Banach, 
et les opérateurs 7%, continus. Le résultat principal est le 

Théorème 17. Soit donnée une suite exacte (14) d'espaces de Banach 
et d'opérateurs continus. Alors la suite duale 


Te Tir ; 
ben nr (15) 


est aussi exacte. 
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Démonstration. Nous commençons par étudier un cas particulier. Plus 
exactement, on suppose que la suite (14) est de la forme 


DLL 0; (16) 


où 0 désigne l’espace trivial (de dimension 0) et, de façon respective, que la 
suite (15) est de la forme 


DL Lie 0: (17) 


L’exactitude de la suite (16) signifie que ker T = {0} et im 7 = La, c’est-à-di- 
re Test un isomorphisme pour la structure d’espace vectoriel (mais pas 
pour la structure d’espace de Banach !) de Zi et Le. Le théorème de Banach 
de l’opérateur réciproque nous dit que 71 est continu et par suite réalise 
un isomorphisme topologique (homéomorphisme linéaire) des espaces de 
Banach Z; et L2. Donc T” est un isomorphisme entre L, et L;, d’où l’exacti- 
tude de la suite (17). Ainsi, le théorème 17 résulte dans ce cas particulier 
élémentaire du théorème de Banach. On vérifie que la réciproque est vraie : 
le théorème de Banach est une conséquence du théorème 17. 

Revenons au cas général. La semi-exactitude de la suite duale est éviden- 
te, puisque Tr0T,,1 = (Tr:107%) = 0. Reste à prouver que imT7%.,, > 
D ker 7. Soit f € ker T;. Il est équivalent de dire que la fonctionnelle 
fE EL s’annule sur imT7, = ker T,.,.. Donc, elle définit une fonctionnelle 
linéaire Fo sur le sous-espace im Tx:1 € Lr:1 à l’aide de la formule 
Fo(Tx+1(x)) = f(x). L'espace im Tx+1 est muni de deux normes : l’uneinduite 
à partir de Lx+1, l’autre, à partir de Z-/ker T441 par l'opérateur T4 1. L’opéra- 
teur 74x41 étant borné, la première norme est majorée par la seconde. Ces 
normes doivent être équivalentes d’après le théorème de Banach. Donc, Fo 
est continue pour la topologie de Zz4.,% et, d’après le théorème de Hahn- 
Banach, est continûment prolongeable en une fonctionnelle FE Z;.,.. 
Il est évident que 7;.,F = f, ce qui prouve le théorème. 

Ce théorème admet une réciproque et une généralisation (voir exercice 
397, 398). 

Théorème 18. Soit T un opérateur de Fredholm de L(L:, L2), alors 
T' € L(L:, L;) est aussi un opérateur de Fredholm et l’on a les égalités (13). 

Démonstration. Par définition des espaces ker T'et coker T' on a la suite 
exacte 


0 > ker T 4 Li L Lo + coker T — 0, 


où z est une injection, p, un projecteur naturel. D’après le théorème 17, il 
s’ensuit que la suite 


Da(ker Tr) an AT rie (coker T)' +— 0 
est exacte. Or, cela signifie qu’on a les isomorphismes 
ker T’ = (coker T), coker T’ = (ker T}), (18) 


d’où il résulte que T” est de Fredholm et que les égalités (12) et (13) sont 
vraies. 
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Un exemple d’opérateur de Fredholm nous est donné par tout opérateur 
inversible TE (La, Le), C'est-à-dire un opérateur pour lequel existe un 
opérateur S € L(Lo, La) tel que ToS = 17,, SoT = 17, Dans ce cas 
a(T) = B(T) = 0. Il apparaît que les opérateurs de Fredholm sont proches 
des opérateurs inversibles dans un certain sens. 

On dira qu’un opérateur T'E L{(L:, L2) est quasi inversible si existent 
des opérateurs Set S' dans Z(Lo, Li) tels que 


S10T = 11,+K1 ToS2 = 11,+K2, (19) 


où K€ End; et K2 € End L, sont des opérateurs compacts. 

Théorème 19. (S. Nikolski). Tout opérateur de Fredholm est quasi inver- 
sible. De plus, on peut choisir les opérateurs Si et S2 tels que K'1 ef K°2 soient de 
rang fini. 

Démonstration. Montrons qu’il existe un sous-espace fermé M € Li et 
un sous-espace de dimension finie N € L; tels que Li = ker TOM, L:e = 
— imT@N (comparer avec les exercices 337 a) et b)). Choisissons dans 
ker T' une base x1, ..., Xçr) et dans ker (T°) une base duale 1, fo, ..., far). 
(La dualité de ces bases exprime que fi(x;) = Ô:;*) ; à, j = 1, ..., a(T).) 
Prolongeons d’après le théorème de Hahn-Banach les fonctionnelles /; en des 

a(T } 
fonctionnelles linéaires continues F; € L; et posons M = (\ ker F. 
i=1 

Alors pour tout x € L1 on a la représentation unique 

«(T) 


= À GXit+y, où yeM. (20) 


En effet, en appliquant F; aux deux membres de l'égalité, on voit que 
c; = F(x). Réciproquement, si les coefficients c; sont ainsi choisis, le vecteur 
y appartient nécessairement à M. Donc, L1 = ker TM. 

Supposons maintenant que Z1, ..., Zn est une base dans coker T = 
— L,/imT et soit z; un représentant de la classe Z;. Désignons par N l’en- 
veloppe linéaire des vecteurs z:;, 1 = ; = B(T). Soient z un vecteur arbitraire 


de Lo, Z, son image dans coker 7. On a alors la représentation unique 
B(T) 
Z = Ÿ c;%, d’où résultent l’existence et l’unicité de la représentation de 
i=1l 
z sous la forme 
BCT) | | 
z= Ÿ cztt, où tEimT. (21) 
i=1l 


Donc L: = imT@N. D'après le théorème de Banach, l’opérateur T'|w 
réalise un isomorphisme topologique entre M et im 7. Désignons par 


*) 0, désigne comme toujours le symbole de Kronecker : 6;;, = 1, 0; = 0 pour 
i É<J. 
5 
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T l'opérateur réciproque de T |» et définissons l’opérateur S € 2(Lo, Li) par 
S(2) = T(), (22) 


où z€EL2ettEimT sont reliés par la relation (21). On peut calculer sans 
peine les opérateurs ST et TS à l’aide des développements (20) et (21) : 


a(T'}) 
SoT(x) = soT(> crx+y) — S'oT(y) =), 
i=1 


B(T) v 
ToS(z) = Tes (> carti) =ToT()=t. 
f=1 


a(T) B(T) 
D'où Ki=ST-14,: x —Ÿ Fx)x, Ko = TS—l,: 2m —ŸÙ cz, 
i=1 j=1 


où c; sont les coordonnées du vecteur Z dans la base {;}, c.q.f.d. 


Signalons que les opérateurs X et K2 construits dans la démonstration 
du théorème sont des projecteurs (respectivement sur l’espace ker T paral- 
lèlement à M et sur N parallèlement à im T). 

Théorème 20. (F. Riesz). Sz K€ End L est un opérateur compact, alors 
l'opérateur T = 1 — K est de Fredholm. 


Démonstration. L’espace ker T est constitué de tous les vecteurs x pour 
lesquels K(x) = x. Donc, dans ker T l’opérateur K est à la fois compact et 
unité. D'où il résulte que ker T est de dimension finie (comparer avec l'exer- 
cice 381). 

Choisissons le sous-espace fermé M € L, complémentaire de kerT, 
comme dans la démonstration du théorème 19. L'opérateur T réalise une 


bijection de M sur im T. Soit T l'application réciproque. Montrons que 


OI 


Iyil 
S’il en était autrement, il existerait une suite de vecteurs unitaires {x,} € M 


pour lesquels y, = T(x,) — 0. Mais T(x,) = x, —K{(x;). La suite {x,} est 
bornée, donc la suite {K(x,)} est précompacte. Quitte à passer à une suite 
partielle, on peut admettre que {X(x,)} a une limite x. Comme T(x,) — 0, 
il s'ensuit que x, + x. Le vecteur x est contenu dans M (puisque M est 
fermé), admet une norme unité (en tant que limite de x,) et est tel que 
T(x) = O0 (puisque T est continu et T(x,) — 0). Donc, x € MfMkerT, ce 
qui est impossible. Nous avons démontré que T'est borné. Déduisons main- 
tenant de là que im T'est fermé. 

Supposons que y, €imT et y, — y. Alors la suite y, est fondamentale, 


donc la suite x, = T{ Yn). Le sous-espace AZ étant complet (voir théorème 2, 
chapitre 1), il existe x = lim x,. Alors T(x) = lim T(x,) = lim }» = y, 


H] — O0 


l’opérateur T est borné (c'est-3-dire < C< © pourtout yE im Tr) 


11 > 00 h 


ce qui prouve que im 7'est fermé. Reste à prouver que S(T) = , autrement 
dit que coker T est de dimension finie. Ceci résulte des relations (18) et de la 


82] OPÉRATEURS LINÉAIRES 67 


proposition déjà prouvée de la finitude du noyau appliquée à l’opérateur 7”. 
(Nous utilisons ici un théorème qui dit que K” est compact si K l’est.) 

De ce qui précède on déduit le 

Critère pour un opérateur d’être de Fredholm. Ur: opérateur T € L(L1, L:) 
est de Fredholm si, et seulement si, il est quasi inversible. 

Démonstration. La condition suffisante constitue le théorème 19. Prou- 
vons la condition nécessaire. 

Supposons que T est quasi inversible, c’est-à-dire qu’on a (19). Alors 
ker T € ker S10T = ker(1+K1). Le dernier espace est de dimension finie 
d’après le théorème de Riesz. D’autre part, im T = im ToS2 = im (1+X3). 
Le dernier espace est fermé et de codimension finie dans Z: d’après le théo- 
rême de Riesz. Alors im 7 possède les mêmes propriétés (en tant qu’image 
réciproque de imT/imToS:€ Lo/im ToS2), ce qui achève la démonstration 
du critère. Désignons par (#(L:, L2) l’ensemble de tous les opérateurs de 
Fredholm de Z; dans Lo. 

Théorème 21. L'ensemble (F(L1, Lo) est ouvert dans _L( La, Le) (pour la 
topologie uniforme) et invariant par les K-translations où KE =K(L:, Lo). 

Démonstration. Soit 7 € ((L1, Li). Alors T est quasi inversible et l’on 
a les relations (19). Supposons que la norme de l’opérateur À € L(L:, Le) 
est strictement inférieure à chacun des nombres ||S1|["1, [[S2|["4 Alors les 


opérateurs 1+S14 et 1+4$S, sont inversibles. (s [[B]]< 1, alors pour 


(1+B)7 1 on peut prendre la somme de la série convergente 5 (— By.) 

Donc, = 
(+S1A4) LS AT + 4) = (14514) 1(1+K1+514) = 

1+(1+5S14) 1 K1 = 1+ À, 

(1+K2+A8S2) 1 = 

1+Ko(1+ AS 2) 1 = 1+R5, 


(T+4)S:(1+ AS 2) ? 


ce qui prouve que l'opérateur T + À est quasi inversible. Par suite, (f(L1, Lo) 
contient un voisinage du point T. 
Soient maintenant T'E (F(L1, Lo), K € “K(L1, Li). Les égalités 


SAT+K) = 1+K1+S1K = 1+ Rx, 


montrent que T+K est quasi inversible. (Nous avons utilisé le fait que le 
produit d’un opérateur compact par un opérateur borné est un opérateur 
compact), c.q.f.d. 

Théorème 22. La fonction 1 (indice) est localement constante sur(f(La, Lo), 
invariante par les K-translations où K€ =K(L:1, Le) et possède la propriété 
i(4B) — i(4) i(B), où A ÉÊ (F(Lo; Lo), B € GECES, Lo). 


s+ 
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Démonstration. Nous commençons par prouver un lemme technique 
utile qui nous perimettra d’expliciter parfois l’indice d’un opérateur. Sup- 
posons que les espaces L et L2 sont décomposés en des sommes directes 
des sous-espaces fermés : Li = M;@N,;, i = 1,2. Alors tout opérateur 
TE L(L1, Le) peut être écrit sous forme d’une matrice opératorielle 


À B 
d’ordre deux : T — FC : où AE L(N:, No), BE (M1, No), 


CE L(N1, Mo), D € LM 1, Mo). 

Lemme. Si un opérateur T est de Fredholm et D inversible, alors i(T) = 
= i4— BD). 

Démonstration du lemme. On remarquera que le produit de l’opérateur 
T'à gauche ou à droite par un opérateur inversible ne change pas «(T) et 
B(T), donc l’indice de T. Par suite, 


in) = i(e ) = i|( 7) C st Eu 1)| _ 


‘sir di ’ 
= 1 s 
0 D 


(Q 
T | (on peut le représenter naturelle- 
2 


ment par 71@72), alors ker T = ker T@ker T2, coker T = coker T,€ 
@ coker T2. D'où iT) = i(T1)+i(T2). Dans notre cas, i(T) = i(4 — BD1C) + 
+i(D) = i(4— BD71C). Ce qui prouve le lemme. 

Supposons maintenant que To€(F(L1, Le). Posons N: = ker To, 
M2 = im To et construisons un sous-espace fermé M1 € LA et un sous-espace 
de dimension finie N2 € L: comme dans la démonstration du théorème 19. 
Ao Bo 
Co Do 
inversible. Tout opérateur T assez proche en norme de Th est de la forme 
É B 


T 
Si l’opérateur T est de la forme É 


Alors l’opérateur To est de la forme ] où Do est un opérateur 


C D 
dépend seulement de la dimension de N1 et de N2: i(T) = i(4A—BDTIC) — 
= dim N—dim N: (cf. (12)). 

Prouvons la deuxième proposition du théorème. Supposons que 
TE (F(L1, Lo), KE K(L1, L2). Considérons la fonction o(T) = i(T+1K) 
définie sur la droite réelle tout entière (puisque l’ensemble ((L1, Le) est 
invariant par les K-translations, où K € K(LA1, L2)). D’après la proposition 
déjà prouvée, cette fonction est constante localement, donc constante sur 
tout ensemble connexe et, en particulier, sur la droite. Par conséquent, 
i(T) = y(0) = p(1) = ÜT+K). 

Prouvons la troisième proposition. Considérons à cet effet un opérateur 
auxiliaire AB de Lo@l1 dans Lolo Comme indiqué plus haut, 


] où D est un opérateur inversible. D’après le lemme prouvé, T 
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i(A@ B) = i(4)+i(B). D'autre part, pour € assez petit on a 
L ( :) | ( A :) 
7 — 1 = 

0 PB el Lo B 


1, —e-14\ / A O\fe-lz, B 0 AB 
AG Ge 800 zax)l À 0) #4 
O 1, /\elz, B)J\ O —elz, 1 0 


Ce qui prouve le théorème. 
Alternative de Fredholm. Soient L un espace de Banach, K, un opérateur 
compact dans L, À, un nombre non nul. Considérons les quatre équations : 


1) Kx—2Àx = y, 


2) Kx—Àx = 0, 
4) Kf—àf =, 


où x,YEL, f, g€ L’. Alors ou bien à) les équations 2) et 4) n’admettent 
que la solution triviale et les équations 1) et 3) admettent une solution cor- 
recte unique quel que soit le second membre, ou bien b) l’équation 2) admet 
un espace fini de solutions L: © L et l’équation 4), un espace de dimension 
finie de solutions L2C L’, et, de plus, dim L:1 = dim Z:. L’équation 1) 
admet une solution exacte pour les yE€ L tels que f(y) = 0 pour tous les 
fE Le L’équation 3) admet une solution exacte pour les gE€ L’ tels que 
g(x) = 0 pour tous les x € Li. 

Démonstration. L’opérateur 11 est inversible, donc c’est un opérateur 
de Fredholm d’indice nul. Il en est de même de l’opérateur T — K—À1 
d’après le théorème 22. Le premier cas de l’alternative correspond à l’égalité 
a«(T) = 0. Alors B(T) = «(T)+i(T) = 0, d’où «(T”) = B(T”) = 0. Donc, 
ker T = ker T” = {0}, imT =Z, imT”’ = L/. Le théorème de Banach 
nous dit que les équations 1) et 3) admettent une solution correcte (c’est-à- 
dire T-1et (T’) 1 sont continus). 

Le deuxième cas de l’alternative est caractérisé par l’inégalité «(T) Æ 0. 
Comme T est de Fredholm, on a «(T) < . D’après les formules (13) on a 
—iT) = T7) = 0, donc ET) = «(T), a«(T”) = F(T) = «(T). De plus 
ker T” = (im T)1*), im T” = (ker T)*, c.q.f.d. 

Signalons que l’alternative de Fredholm entraîne la propriété spectrale 
suivante pour les opérateurs compacts : si À Æ 0 est un point du spectre 
(c’est-à-dire l’opérateur K— 11 est inversible), alors À est une valeur propre 
de multiplicité finie. 


*) Si L est un e.v.t., L', l’espace dual, X, un sous-ensemble dans Z, alors par X + 
on désigne l’ensemble de toutes les f € L’ telles que / (x) = 0 pour tous les x € #. 
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$ 3. Espaces fonctionnels et distributions 


1. Espaces des fonctions intégrables. Soit X un ensemble muni d’une 
mesure u. Désignons par L,(X, u), 1 = p < >, l’ensemble des classes 
d'équivalence des fonctions u-mesurables de puissance p-ième sommable. 


Pour f € L,(X, 4) posons 
1/p 
fl = [LCI du) | 
X 


(Nous identifions ici la classe d'équivalence FE Z,(X, u) et f(x) € f.) 
Ï1 n’est pas évident à priori que Z,(X, y) soit un espace vectoriel normé pour 

< 1. Cette circonstance est une conséquence de l'inégalité de Minkowski : 
I f+gll < fl +|[gll qui à son tour résulte de l’inégalité de Hôlder : 


Î/g du <||f||,[Iglla Si + — | (comparer avec les exercices 416, 
x 


417). Si la mesure est ponctuelle et o-finie, ces inégalités se transforment en 
les inégalités respectives pour des suites. 
Considérons encore l’espace ZL.(X, u) des fonctions u-mesurables 
essentiellement bornées (comparer avec le numéro 1 $ 3 chapitre IT). 
Théorème 23. Les espaces L,{(X, u) sont des espaces de Banach pour 
1<p<c., L'espace dual de L,(X, u) est isomorphe de l'espace L,(X, u) 


+, 
pour 1 = p <<, où re = À, 
Démonstration. Soit F une fonctionnelle linéaire continue sur L,(X, w). 


Si À € X est un ensemble de mesure finie, alors sa fonction caractéristique 
za appartient à L,(X, u). Posons »(4) = F(y4) et vérifions que est une 
charge sur l’algèbre des sous-ensembles mesurables de X. L’additivité de » 
découle de la linéarité de F. L’absolue continuité de » par rapport à la mesure 
u résulte de la majoration [|»(4)]< [FI |lz4l, = FL, #(A)P. 
Le théorème de Radon-Nikodym (voir chapitre 2, $ 3, n° 3) affirme l’exis- 
tence d’une fonction u-mesurable g sur X telle que U(A) — [ g(x) du(x) 


À 
pour tout ensemble À de mesure finie. Montrons que g € L,(X, u). Remar- 
quons à cet effet que d’après la remarque qui suit l’inégalité de Hôlder 
(voir page 51 et exercice 416), pour toute fonction u-mesurable g, on a 


[Je du|. (23) 


X 


I1gÎle E : 


[Fp <1 


Il est évident aussi qu’il suffit de prendre la borne supérieure du second 
membre de (23) sur les fonctions simples f de L,(X, u). Or, pour les fonc- 
N 


tions de la forme f(x) = ÿ cz (x), on a 
k=1 


[CC du = Ÿ ce [eCddu = Ÿ (Es) = F(f) 
X k=1 A k=1 
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Donc, le second membre de (23) est borné par le nombre ||F|r:. 
Donc, g € L{X, u). D’après l'inégalité de Hôlder, F(f) = [ f(x) 8x) du(x) 
X 


est une fonctionnelle linéaire continue sur L,(X, u). Comme F et F, sont 
confondues sur les fonctions simples, elles le sont partout sur Z,(X, u). 
En appliquant encore une fois la relation (23), on constate que ||g||l, = 
— ||F||z;. Ceci démontre l’isomorphisme L,(X, u) = L{(X, u). La complé- 
tude de L,(X, u), 1 < p <<, résulte maintenant du théorème général de 
complétude de l’espace dual (voir n° 1, $ 1, chapitre III). La complétude 
de L\(X, u) a été démontrée au chapitre IL, $ 3. 

Le théorème 23 de l’isomorphisme de Z,(X, u) et L,(X, u) est mis en 
défaut pour p =, L'espace LL(X, 4) n’est pas isomorphe à L:(X, u) à 
l'exception du cas trivial, où il est de dimension finie. On montre que l’espace 
de dimension infinie L1(X, u) pour une mesure non ponctuelle u n’est en 
général le dual d’aucun espace de Banach (comparer avec l’exercice 436). 

2. Espaces des fonctions continues. Soit X un compact. L'espace C(X) 
est constitué de toutes les fonctions continues sur *. On définit une norme 


sur C(X) par 
IPAl ru PAG] 


Il est immédiat de vérifier (voir exercice 438) que C(X) est un espace de 
Banach. 

Théorème 24. Tout espace de Banach L est isomorphe à un sous-espace 
fermé d’un espace de type C(X). Si L est séparable, pour X on peut prendre 
intervalle [0, 1]. 

Démonstration. Supposons que % est la boule unité de l’espace L” 
dual de Z. Alors X est un compact pour la topologie %-faible (voir [9]). 
Chaque élément de l’espace L peut être traité comme une fonction linéaire 
sur X. D’après ce qui a été dit au n° 2$ 1, l’application Z dans C(X) ainsi 
obtenue est un isomorphisme sur le sous-espace fermé de toutes les fonc- 
tions linéaires sur *. Supposons que Z est séparable. Alors Y € L’ est 
un espace topologique métrisable (voir $ 1, n° 1). Si X est un compact 
métrique convexe dans un espace vectoriel, 1l existe une application continue 
f de [0, 1] sur X (voir exercice 452). Définissons maintenant l’application 
de L dans C[0, 1]: oœ®( =[f(f](œ). D’après ce qui précède, 
cette application est un isomorphisme de L sur un sous-espace fermé de 
C[0, 1]. 

Théorème 25. L'espace dual de C[0, 1] est isomorphe à l’espace V[0, 1] 
des fonctions g à variation bornée sur [0, 1], continues à gauche, telles que 
g(0) = 0, de norme ||g|| = Vars g. 

Démonstration. Supposons que g € V[0, 1], f € C0, 1]. Posons F,.(f) — 


1 

= [ f(x) dg(x). Pour toute partition 0=H<h<...<1, = 1 et tous 
0 

bi: Ef[-1, jona 


À /E) [gG)—g(t-21)] = ||f [|cto, n [Ig|lrt0. 1. 
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D'autre part, pour tout e — O0 il existe une partition T de [0, 1] telle 
que à [g()—g(t-1)| — Varÿ g—e. Nous pouvons admettre et admettrons 
i=1 


que la fonction g est continue sur T. Soit { f,} une suite de fonctions continues 
telles que |(x)| = 1 et f(x) ——— sen [g(4)—8(x-1)l, X € [fx tel. 


Alors Jim j (>) dg(x) = : |g()—g(éx_1)l. Donc, J fn de(x) — 


- Varo ge on n assez grand. D Où ||Fellco,n = ||£||rt0, é 

Reste à démontrer que toute fonctionnelle linéaire continue F sur 
C[0, 1] est de la forme F,, où g € V[0, 1]. Prolongeons F d’après le théo- 
rème de Banach en une fonctionnelle F sur l’espace B[0, 1] des fonctions 
bornées de norme ||f|| = sup|f{(x)|. Soit 4, la fonction caractéristique 
de l'intervalle semi-ouvert [0, af. Posons g(a) = (F, Ya). Il est évident 
que g(0) = 0. Prouvons que Varÿg(x) < +. Pour toute partition T 
posons  er(x) = sgn[g(#)—g(fr-1)), XXE [fk-1, xl, alors (É, er) = 


= À let)-et-1)1, d'où Varig = IF] = |lFIL 

Pour toute fonction œ continue à droite constante par morceaux 
sur [0, 1] on a : (F', po) — î (x) dg(x). La fonction continue f peut être 
uniformément approximée par de telles w, : par exemple o.(x) = f([nx]/n). 
Donc, {F, f) = j f(x) dg(x) est valable pour toutes les fonctions continues f 


0 
Reste à remarquer qu’en remplaçant g(x) par g(x—0) = lim g(x—Ee) on 
£— +0 


1 
ne modifie pas l'intégrale de Stieltjes Î f(x) dg(x) pour les fonctions 


0 
continues f. On peut donc admettre que g est continue à gauche. 
Remarque. On peut encore énoncer le théorème 25 sous la forme équi- 
valente suivante : 
Toute fonctionnelle linéaire continue sur CIO, 1] est de la forme 


1 
FN) = [ FC dr»), 


où v est une charge borélienne sur [0, 1], ef de plus 
IF, lc, = Varé ». 


Sous cette forme le théorème 25 se généralise à l’espace des fonctions 
complexes continues ( est remplacée par une charge complexe) et à un 
espace de type C(X), où X est un compact métrique. La première proposi- 
tion du théorème est valable pour un compact arbitraire X, mais la 
correspondance entre les charges et les fonctionnelles linéaires continues 
cesse d’être biunivoque. 
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3. Espaces des fonctions lisses. Soient {2 un domaine (c’est-à-dire un 
sous-ensemble ouvert) de R’, 9, l’adhérence de Q dans R’. Nous utiliserons 
les notations classiques suivantes : x — (x1, ..., x,) sont des coordonnées 


k k k Lé Ld LL [3 C1 
dans R”,x = xi'...x;", 0, — est l’opérateur de dérivation partielle 


0x; 
O1 = Où .. 0, |k| = kitko+ .. +k,. Par C'(Q) on désigne l’ensemble 
des fonctions sur © possédant des dérivées partielles jusqu’à l’ordre r 
sur (2, et de plus 0!f, |[/| = r, sont prolongeables en des fonctions continues 
bornées sur 9. Définissons sur C’(Q) une norme par 


Flo = ou [OF (x). 


]<r 


Donc, la convergence dans C'(Q) équivaut à la convergence uniforme 
des fonctions avec leurs dérivées partielles jusqu’à l’ordre 7 compris. Il 
est aisé de vérifier que C”({) est un espace de Banach. 

Les espaces C"(9) sont commodes dans les problèmes où l’on n’exige 
des fonctions considérées qu’une différentiabilité finie bien déterminée 
(c’est-à-dire l’existence d’un certain nombre de dérivées continues). Il 
existe néanmoins des problèmes qui font intervenir des fonctions dont 
l’ordre de dérivabilité est inconnu ou infini. Dans ces problèmes, il semble 
naturel de faire appel aux espaces de fonctions indéfiniment dérivables. 
Ces espaces sont localement convexes, mais, en général, ne sont pas nor- 
mables et, parfois, ne sont pas métrisables. 

Les plus souvent utilisés sont les trois types d’espaces suivants : 

1. L'espace (9) est constitué de routes les fonctions indéfiniment déri- 
vables dans Q. Une topologie dans €(9) est définie par une famille de semi- 
normes Pr, Où K est un compact dans Q, 7 = (l1, ..., l,) un multi-indice 


arbitraire : 
Px\f) = re [OF (x) |. (24) 


Théorème 26. L'espace (Q) est dénombrablement normable (donc 
métrisable) et complet. 

Démonstration. Désignons par K’,, l’ensemble des points x € © tels que : 
1) la distance de x à la frontière du domaine {2*) (c’est-à-dire les ensembles 
0Q = Q\9) soit = 1/m ; 2) la distance de x à 0 soit = m. 

Il est évident que K,, est un compact, que tous ses points sont intérieurs 
pour K,+1 et que la réunion de K,, sur tous les m recouvre le domaine Q. 
Définissons une semi-norme p; sur (9) par p.(f) — sup |0F(x)|. 

XE Km» 


| <m 
Soit K un compact arbitraire dans (©. La fonction (x) = d(x, Q\Q) 
est continue et positive sur K. Donc, elle atteint son minimum Ôo = 0. 
La fonction A(x) = d(x, 0) est continue sur K, donc atteint son maximum 


*) Par distance à la frontière on entend comme toujours la plus petite des distances 
aux points de cette frontière. 
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/b. Si l’on choisit le nombre m tel que 1/m < 0, m => Ao, alors K, con- 
tiendra K. Si de plus m> |/|, alors la semi-norme p, majore la semi- 
norme pr. Nous avons montré que la famille de semi-normes {p,} maijore 


la famille {pm}. La réciproque est vraie : p,(f) = Ÿ pr, f). 
1=0 


Reste à prouver que €(Q) est complet. Soit { f,} une suite fondamentale. 
Alors {f,} est fondamentale pour toute semi-norme p,.. D’où il résulte que 
la restriction de { f,} à K,, est une suite fondamentale dans C”"'{K,,). Donc, il 
existe une fonction F, € C"(K,,) telle que f,lx, + F. pour la métrique 
de C"(K;). Il est évident que les fonctions F,, sont compatibles au sens 
que Fn+1lx, = Fm. Il existe donc une fonction unique f confondue avec 
F, sur K,. Par construction p,{f,—f) — O0 pour 7 +. Donc f € É(Q) 
et f, — f pour la topologie de l’espace (9). 

Remarque. L'espace &({) est souvent désigné par C*({). Si la frontière 
de { n’est pas vide, alors (Q) n’est pas confondu avec l'intersection de 
CK(Q). (Les fonctions de (9) ne sont pas généralement prolongeables en 
des fonctions continues sur ©.) 

2. L'espace D(Q) est composé des fonctions à support borné (c’est-à- 
dire nulles à l’extérieur d’un compact) indéfiniment dérivables sur 2. On 
appelle support d’une fonction œ l’adhérence de l’ensemble des points, 
où y est différente de 0. Le support de west désigné par supp y. Donc, (() 
est constitué des o€ (Q) pour lesquelles supp g est un compact. On 
vérifie immédiatement que (9) n’est pas fermé dans (9) et, par suite, 
n’est pas complet pour la topologie de €(Q). 

Soit K un compact dans ©. Désignons par ‘Dx(Q) le sous-espace de 
&(Q) composé des y telles que supp € K. Alors Â@x(9) muni dela topo- 
logie héritée de Z() sera un espace dénombrablement normé complet 
(comparer avec l’exercice 463). Définissons maintenant dans (9) une 
topologie plus forte que celle héritée de (9). De façon plus exacte, on 
admettra qu’un ensemble convexe V € M(Q) est ouvert (resp. fermé) si 
son intersection avec ‘Dx(9) est ouverte (resp. fermée) pour tout compact 
KC Q. 

La topologie ainsi obtenue peut être également définie à l’aide d’une 
famille de semi-normes. Soit {K,.} le système de compacts construit dans 
la démonstration du théorème 26. Désignons par « une suite {N,,} d’entiers 
non négatifs et posons 


pe(p) = X Nu: sup  [0(x)] (25) 
m=1l XEKm»\ mn —1 
SE Nm 

(Ko est un ensemble vide). Signalons que pour toute fonction p € D(Q) 
la série du second membre de (25) ne contient qu’un nombre fini de termes 
non nuls. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que le système (non 
dénombrable) de semi-normes ainsi introduit définit la topologie décrite 
plus haut. 
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Théorème 27. Une suite {y,} converge vers @ dans M(Q) si et seulement si 

1) @, — œ au sens de É(Q) ; 

2) toutes les fonctions y, (donc y) appartiennent au sous-espace Dr(Q). 

Démonstration. La suffisance des conditions 1) et 2) est évidente au 
même titre que la nécessité de la condition 1). Prouvons que la condition 2) 
est nécessaire. Supposons que la suite {y.} est telle que les supports de y, 
ne sont conteñus dans aucun compact fixé. En rénumérotant au besoin la 
suite, on peut admettre que SUPP Pr € Km Soit Xn € Kn tel que px») < 0. 
Considérons l’ensemble V des fonctions wo € D(Q) telles que |p(x:)| < 
< [pu(Xm)l/Mm pour m = 1,2,3,... Comme tout compact K€ @ ne 
contient qu’un nombre fini de points x, l'intersection de avec Ôx(9) est 
définie par un nombre fini de conditions et, par suite, est ouverte dans 
{D r(Q). Par conséquent, V est ouvert dans @(Q). Soit pr la fonctionnelle de 
Minkowski pour V. Il est immédiat que V est un ensemble convexe équi- 
libré, donc que p, est une semi-norme continue sur (Q). La forme explicite 
mp) 
Pn(Xr) 
Donc, la suite {y,,} ne peut converger, c.q.f.d. 

Théorème 28. L'espace D(Q) est complet, non métrisable et possède la 
propriété de Heine-Borel : tout sous-ensemble borné*}) dans D(Q) est pré- 
compact. 


Démonstration. Si la suite {y,} est fondamentale, le raisonnement qui a 
servi à démontrer le théorème 27 montre que cette suite est entièrement 
contenue dans un sous-espace (92). Ce sous-espace étant complet, cette 
suite converge. Supposons maintenant que (9) est métrisable et soit 
{v,} une suite telle que supp 9» & K,. De la continuité du produit par un 
nombre 1l résulte que pour tout m on peut exhiber un nombre 6,, — 0 
assez petit pour que d(0, sp) < 1/m. Ceci signifie que la suite {09m} 
tend vers 0, ce qui contredit le théorème 27. Donc, (9) est non métrisable. 
Supposons enfin que À est un sous-ensemble borné dans (9). Le raisonne- 
ment précédent montre que 4 € Dr(Q) pour un compact K € Q. Comme 
A est borné pour chaque semi-norme pr, toutes les fonctions de À et toutes 
leurs dérivées partielles vérifient les conditions du théorème d’Ascoli-Arzela. 
D'où il résulte que À est précompact dans Âx(9), donc dans Â(Q), c.q.f.d. 

Remarque. (D(Q) est souvent désigné par Cÿ(Q). 

3) L'espace S(R”) est constitué des fonctions de R’ indéfiniment différen- 
tiables et rapidement décroissantes à l'infini. On définit une topologie sur 
.S(R") à l’aide de la famille dénombrable de semi-normes 


Pa BF) = ou | x Off (x) |, (26) 


-de pr est donnée par py(œ) = sup 


, d’où il résulte que pr(9») = m. 


*) Dans un espace semi-normé, on appelle ensemble borné un ensemble borné pour 
chaque polynorme. 
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où l’on a adopté les notations classiques 


œ = (x, ses an), B = (Br PE Le À = .…. > 
1 Bn 8] 
CB = Les eo be = o , 
0x ox," ox: ss OX 


(L'espace S(R') est constitué de toutes les fonctions f € É(R”) telles que 


Pa, f) < + pour tous les « et B.) 
Au lieu de (26) il est parfois commode de considérer la famille 


Pa, f) = Î Lx of (x)| dx (26”) 
R2 
ou la famille 


12 
pen = (fi FCO dx) | C6") 


Théorème 29. Zes systèmes de semi-normes (26), (26) et (26) sont 
équivalents. 
Démonstration. Considérons d’abord le cas plus suggestif où n = 1.Ona 


Lx OI ()] < sup 14 per 01 (|. 


D'où 


PH(f) = J | xk Of (x)| dx = 


R 
< sup |(x+1)x* 0 f(x) Î ee <A(pk+2.(F)+pu(f)). 
ï R 


De façon analogue, 


pii(f) = f 1x PA) = 
R 
= (eur (+9) SCOR [TE] < (VAE rt PDO) 
. R 


Donc les semi-normes du système (26) majorent celles des systèmes 
(26’) et (26). En appliquant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski aux 


fonctions 
1 


] x* Of (x) | V/1+% et re 


on obtient 


Pa(fY = (/ | x* OIf(x) | ds) = 
R 


= [xt GDP (+9 du [LÉ = a(péaQ+PQP) 
R 
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Donc, les semi-normes du système (26°) majorent celles du système (26”). 
Reste à estimer les semi-normes du système (26”) en fonction de celles du 
système (26”). Utilisons le fait que pour f € S(R) les fonctions x“ O!f(x), 
Vk, V1 tendent vers 0 à l’infini, donc 


xk OIf(x) = ll [1 O!F(#)T' dt. (27) 
D'où 
pa(f) = sup [x 0/f(x)| = [114 0/1 dé < kpk-1(f)+pk.). 
+ R 


Le cas n — 1 n’apporte que des complications techniques : au lieu de 
rie A. Le me dx à 
l'égalité Î xt il faut utiliser l’inégalité J Te <%, et au lieu 


R 
de l’identité (27), l’identité 


X1 Xn ô 
— ne 
ie jar 


valabie pour toute fonction indéfiniment dérivable, tendant vers 0 à l'infini 
avec ses dérivées, c.q.f.d. 

L'espace S(R") occupe une place intermédiaire entre €(R") et D(R’) 
par le nombre de fonctions et la topologie. De façon plus précise, on a les 
inclusions continues 

DR") € SR’) € CR”). 


Jusqu'ici nous n’avons encore cité aucun exemple de fonction appartenant à 
(D(R") ou S(R’). La construction de tels exemples n’est pas tout à fait 
triviale, Cependant on a le 

Théorème 30. L'espace D(R") est dense dans L,(R”, dx)*) pour 1 <=p <<, 
dans S(R") et dans C(R"). L'espace SR") est dense dans L,(R", dx) pour 
1<p << et dans É(R). 

Pour éviter toute complication technique, nous effectuons la démonstra- 
tion en détail uniquement pour le cas n = 1. Nous commençons par cons- 
truire une fonction non triviale dans D(R). 

Lemme 1. Za fonction 


px) = 
est indéfiniment différentiable sur la droite tout entière. 


Démonstration. Ceci est vrai en tous les points x 0. Vérifions que 
(0) = 0, où k = 1,2,... Remarquons pour cela que la fonction 


0 pour x=0, 


ex pour x< 0 


k 
_ (e!/*) est de la forme P.(x)x-*#et/*, où P, est un polynôme de degré = k. 


*) Par dx on désigne comme toujours la mesure de Lebesgue de R. 
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(Ce qu’on établit sans peine par récurrence.) D’autre part lim Q eux — 


x— —0 


= lim P(- res = 0 pour tout m et tout polynôme P, ce qu’on met 


t— + © 


aisément en évidence à l’aide de la règle de L’Hospital. Donc, pA(e) = 0 


pour tous les k. En appliquant encore la règle de L'Hospital, pe obtient ce 
qu’on voulait. 
Lemme 2. La fonction 


exp{2/(x?—1)] pour |x|=<l, 
p(x) = 
(Q pour Î|x|=]1 
appartient à D(R). 
En effet, cette fonction s’annule en dehors de l'intervalle [—1, 1] et 


est indéfiniment différentiable, puisqu'elle s’écrit sous la forme y(x) = 
= p(x—1)p(—-x—1), où y est la fonction du lemme I. 


(=, e] 


Lemme 3. Pour tout = O posons y.(x) = 2), où c71 = Î y(x) dx. 


Alors la fonction y.(x) possède les propriétés suivantes : 
1) y<(x) = 0 
2) supp y. = [—e, €] ; 


3) [pod =1 


La démonstration est évidente. 
Nous sommes en mesure de montrer maintenant la première proposition 
du théorème 30 (c’est-à-dire que ‘D(R) est dense dans Z,(R, dx) pour 


1<p=<) Soit fE L,(R, dx). L'intégrale ( | f|P dx étant convergente, 


— 00 


—N co 

il existe un nombre N tel que J |flrdx+ J | fr dx < G) Alors 
— 00 N 

fQ) pour Ix|=<N, 


ñ@ = | 0 pour I|x|=N 


admet un support compact et || f—-/fnv|l, < _. D'autre part, fN(x) étant 
continue en moyenne (voir exercice 432), il existe un Ô = 0, tel que 


j NX) —fn(x +0)? dx < CG) pour |f| < 0. Considérons la fonction 


80) = [A0 pa de 
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(Cette intégrale existe puisque y4 est bornée, de support borné, donc appar- 
tient à L,(R, dx).) Evaluons la distance de fv à g sur L,(R, dx). Utilisons 


à cet effet la formule || f[|, = sup [EL ax | On a 
R l 


Mlle <1 


Î Ch dx 


—— 
— 


fn —2gll) = sup 


la | -%e 
D HR OLA OLCLE 
= sup, J [ peld (f(x 2) — faux) AG) dx dt | 


(on s’est servi de l'égalité Î ws(r) dt — .) La dernière intégrale admet 


la majoration suivante : 


00 


J (210 J (AG — 2) —/fn(x)) AG) a) dt 


—00 


< ROLE 


—07 


en vertu du choix de à. Donc || fv—gl||, = _ et par suite || f—g|l, < €. 


Vérifions que g € Ô(R). Les fonctions fn et ys étant à support borné, la 
fonction g l’est également : il est évident que supp g € supp fn +supp ys = 
= [—N—0,N+û]. L’indéfinie différentiabilité de g résulte de l’identité 


TE) — _. J NGx— ©) ys(0) dt = J fNtx— ?) yS(P di, 


— 00 


que l’on démontre facilement par récurrence. (Comparer avec le $ 1, cha- 
pitre IV.) 

Prouvons maintenant que Ÿ(R) est dense dans C(R). Construisons à cet 
effet une fonction 71€ D(R) possédant la propriété suivante : 41(x) = 1 
sur [— 1, 1]. Pour une telle fonction on peut, par exemple, prendre la pri- 
mitive de la fonction y172(x+ 3/2) —y172(x — 3/2) (fig. 2). 
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Posons Yn(x) = (+). Alors xx) € DR) et yn(x) = 1 pour 


xE€[-—N,N]. Soit fE É(R). Alors yxf€ D(R). Vérifions que ynf + f 
dans C(R) pour N +. Soit K un compact sur la droite. Ce compact est 
alors contenu dans [— N, N] pour N assez grand. Donc, pa(ynf—f) = 
= sup |[(4xnf—f)0 (x)| = 0 pour N assez grand, et, par suite, 4x f — f 
dans (R) pour N +. 

Il apparaît que la suite yvf converge vers f dans l’espace S(R). La 
démonstration de ce fait repose sur la majoration 


xéfO(x)] <PmD pour x|=N, fES(R), 


qui découle immédiatement de la définition de la norme prim,r. On a 


puGn ff) = sup (x Gnf-f)° GO = 


| 
LE dx 060 (x (| = 


— SUD 
xeER 


I 
1 ‘ LS 
<% D ces 5) sup [xD | 
*" j=0 xeR 
Utilisons maintenant la relation 
| 
w— DO (x) = | Gi D0 (5) I<C pour xER et N>l 


Nous obtenons alors 
l 


Pei(ynf —f) = 2 ), cipr+i jU)Ci-;. 


La dernière expression tend vers 0 pour N + +, Les autres propositions du 
théorème découlent de propositions déjà démontrées. 

Théorème de Weierstrass. Soit © un domaine borné dans R". Alors pour 
tout k naturel l’espace P, des fonctions polynomiales de n variables est dense 
dans CX(Q). 

Corollaire 1. Pour tout domaine Q © R', l’espace P, des fonctions poly- 
nomiales de n variables est dense dans (A). 

Démonstration du corollaire. Soient données une fonction f € (9) et 
une semi-norme Prk Sur C(Q). Montrons que pour tout & — 0 il existe un 
polynôme g € P, tel que pxx(g—f) = €. Soit V un voisinage ouvert borné 
du compact k. La restriction de f à W appartient visiblement à C*(V). En 
appliquant à cette restriction le théorème de Weierstrass, on trouve un 
polynôme g € P, tel que 1g—f latn < & Comme la norme de l’espace 
CX(Y) majore la semi-norme px, le polynôme gq est le polynôme cherché. 

Corollaire 2. Soient Q un domaine de R', K un compact de Q, ® € D(Q), 
fE D(Q) et f(x) Z 0 pour xE K. Il existe alors une suite {px} € P, de 
polynômes telle que pif — œ® sur D(Q). 
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Pour la démonstration il suffit de choisir {p+} telle que px —+ + dans 


f 
E(Q). 

La démonstration du théorème de Weierstrass sera intégralement donnée 
au chapitre IV (v. exercice 588), car elle fait intervenir le produit de 
convolution. Nous nous contenterons ici d’une démonstration simple pour 
le cas important où n = 1, k — 0 et où le domaine { est un intervalle 
fermé de la droite numérique. Le théorème prend la forme : 

Toute fonction continue sur un intervalle fermé s’approxime uniformé- 
ment par des polynômes. 

Démonstration. Il est clair que toute fonction continue s’approxime par 
des fonctions continues linéaires par morceaux. Par ailleurs toute fonction 
linéaire par morceaux est une combinaison linéaire de fonctions de la forme 
f(x) = [x—-a|. Enfin la fonction f(x) = |x| se développe sur l'intervalle 
|—N, N| en une série convergeant uniformément de polynômes : 


—_ 2k—1)!! 2 \ +1 
x| = VAN) = N Li- D  SDE | -ÿ) | 


4. Distributions. La notion de distribution apparaît de façon naturelle 
dans les problèmes de mathématiques et de physique mathématique lors de 
la généralisation de certaines opérations naturelles (dérivation, intégration, 
résolution d’équations différentielles, transformation de Fourier, etc.) à 
un domaine plus vaste que celui sur lequel ces opérations sont initialement 
définies. Les premiers temps ceci a conduit à des définitions paradoxales et 
contradictoires des distributions. La célèbre fonction de Dirac a par exemple 
été définie par : 


Ô(x) = 0 pour x<0, Ô(0)=, Î Ô(x) dx = 1. 


he x 1 RO 
Une autre définition de cette fonction est : Ô(x) — - 7. (sign x). Il est 


évident qu’il n’existe pas de fonction possédant ces propriétés. 

Néanmoins toutes ces propriétés cessent d’être contradictoires si l’on 
comprend la distribution comme un élément de l’espace dual Z”, où L est 
un espace de fonctions « de base ». Pour L on prend le plus souvent (€), 
(Q) ou S(R’). Les éléments des espaces D’(Q), £’(9) et S'(R”) s’appellent 
respectivement distributions dans le domaine Q, distributions de support 
compact dans Q et distributions à croissance modérée dans R'. L'origine de 
ces dénominations apparaîtra plus bas. 

Voyons tout d’abord comment toute fonction (pas trop mauvaise) 
dans { peut être traitée comme une distribution. 

Théorème 31. Soit f une fonction localement sommable (c’est-à-dire 
sommable sur chaque compact) par rapport à la mesure de Lebesgue dx 


dans un domaine Q. La correspondance + fr) f(x) dx est une fonction- 


Le 
nelle linéaire continue sur D(Q). Si, de plus, f est nulle en dehors d’un compact 
6 
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K C Q, alors cette correspondance est une fonctionnelle linéaire continue 
sur C(Q). 

Démonstration. D’après l’exercice 462 nous devons vérifier que la con- 
vergence de y, vers 0 sur (9) entraîne celle de J Pn(X) f(x) dx vers 0. Or, 


Q 

ceci découle de la définition de la convergence sur (9) et du théorème de 
Lebesgue de passage à la limite sous le signe de l’intégrale. Pour démontrer 
la deuxième proposition 1l suffit de se référer au théorème 15, chapitre Il. 

Les distributions décrites dans le théorème 31 sont dites régulières ; 
elles correspondent aux fonctions f(x) localement sommables. [1 existe 
cependant des distributions non régulières. Par analogie au cas régulier, 
la valeur d’une distribution F sur une fonction de base æ est souvent notée 


Î F(x) p(x) dx = (F, p). Il est entendu que cette notation ne doit pas être 
Le) 


comprise ad litteram : l'intégrale correspondante diverge ou n’a pas de sens. 
Soit © un domaine de R’ contenant l’origine des coordonnées. Définis- 
sons la fonction de Dirac à(x) comme un élément de l’espace (9) défini 


par 
[ 0) CD dx = p(0). 


L'espace (A) étant continâment immergé dans €(9), toute fonctionnelle 
linéaire sur €({) engendre une fonctionnelle linéaire par restriction à 
D(Q). Du fait que Â(Q) est dense dans (9), il s’ensuit que l’application 
naturelle de (9) dans D’(Q) est une injection. Des raisonnements iden- 
tiques nous conduisent aux immersions continues 


C'(R7) € S’(R") € D'(R"). 


Autrement dit, toute distribution à support compact est une distribution 
à croissance modérée, et toute distribution à croissance modérée est une 
distribution. 

Contrairement aux fonctions, les distributions ne possèdent pas de 
valeurs déterminées en un point (du reste les éléments des espaces L,(X, u) 
jouissent de cette propriété). Néanmoins pour une distribution F € D'(Q) 
l’expression « F(x) est nulle dans le domaine U € 9 » à un sens. Par défini- 
tion cette expression dit que €F, ) = 0 pour toutes les fonctions de base 
telles que supp € U. 

Soit FE 'D'(Q). On dira que x #’appartient pas au support de F si F 
s’annule dans un voisinage ouvert de x. Il est évident que le support de F 
est un ensemble fermé (puisque son complémentaire est ouvert, ce qui 
résulte immédiatement de la définition du support). Posons U = Q\supp F 
et prouvons que F s’annule dans le domaine U. Soit me M(Q) et 
supp +9 = K€ U. Tout point x € K possède un voisinage V, dans lequel F 
s’annule. Du recouvrement {V,};er extrayons un sous-recouvrement 
Vis see Var et SOit Pr, -.., g la partition correspondante de l’unité (voir 


exercice 464). Alors @ = à op: et €F, po) = ÿ €F, gps = 0. Si V'est un 
I=1 i=1 
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domaine quelconque d’annulation de F, alors tous les points de V n’appar- 
tiennent pas à supp F, donc V & U. 

L'expression « distribution sur {2 de support compact» peut être 
comprise de deux manières : 

1) comme un élément de l’espace ’(Q) ; 

2) comme un élément F € /D’(Q) tel que supp F est un compact. 

En fait ces deux notions sont confondues. De façon plus précise, tout 
élément F € ©’(Q) définit, comme signalé plus haut, un élément de D’(Q) 
que nous noterons par la même lettre. On obtient ainsi exactement les élé- 
ments de 1’(Q) de support compact. Prouvons ceci. 

Soit FE &(Q). Alors F est continue pour une des semi-normes Pxk 
qui définissent la topologie de (Q) : 

(F,p) = cpri(p) pour pe (9). 

Ïl est évident que la restriction de F à (Q) s’annule sur Q\K. En effet, si 
o € M(Q) et supp v € Q\K, alors prx(®) = 0. Donc supp FE K, c’est-à- 
dire que F'en tant qu’élément de D’(Q) admet un support compact. AS 
tons maintenant que F € D'(Q) et supp F = K est un compact dans {2 

Construisons une fonctionnelle F sur €(Q) dont la restriction à D(Q) 
est confondue avec F. À cet effet considérons un voisinage compact F de 
l’ensemble K et construisons une fonction #y € (D(Q) telle que yr(x) = 1 
pour x € V (voir exercice 464). Définissons É par F, f) = {F, 4vf). Cette 
définition a un sens, puisque yrf € /D(Q) pour tout f'€ C(Q). Il est clair 
aussi que F € (9) (voir exercice 472a). Il reste à vérifier que a ET 

©) 


Soit p € D(Q). Alors (É, p)—(F, p} = KF, 4v@—p) = 0, puisque 
supp (4p—p) c Q\V € A\K. 

Théorème 32. Les espaces D'(Q), C’(Q) et S'(R") sont %x-faiblement 
complets. (autrement dit, si une suite {F,} de distributions est telle que la 
suite numérique {(F,, œ)} est fondamentale pour toute fonction de base v, 
alors il existe lim F, = F qui est une distribution du même type que F,.) 

Démonstration. | Définissons F par €F, o) = Jim (Fns p). La linéarité de F 


est évidente. Prouvons sa continuité. Dans le cas de €(Q) et S(R”), la con- 
tinuité découle du théorème de Banach-Steinhaus (cf. $ 2, n° 1) puisque ces 
espaces sont des espaces vectoriels métriques complets (voir exercices 
480 à 483). Etudions le cas Â(9). Les restrictions de F, à @Mx(Q) tendent 
vers un élément Fr€e Dxr(Q), puisque Dx(Q) est un espace vectoriel 
métrique complet. Définissons maintenant la fonctionnelle F € D’(Q) en 
la posant égale à FK sur Dx(Q). On vérifie sans peine que cette définition 


est correcte. (s supp 9 € Ki) Ko, alors {Fkr,, @) = lim €F,, po) = (Frs p). 


La continuité de F résulte de l’exercice 462, c.q.f.d. 
6* 
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Exemple. Les distributions (x+50)"1 Soit o € (R). Alors l’intégrale 


| 2e dx converge pour € — 0 et admet une limite finie pour e X 0 
(voir exercice 499). D’après le théorème 32, cette limite est une distribution 
sur la droite, notée (x +30) 1. 

Toute distribution de support compact dans © est continue pour une 
norme pri. Le plus petit / pour lequel ceci a lieu s’appelle ordre de la 
distribution. Si une distribution F € €’(Q) est d’ordre / et de support K, 


alors elle est prolongeable en une fonctionnelle linéaire continue sur C(V'), 
où V est un voisinage quelconque du compact K. 

On dit qu’une distribution F € D'(Q) est d’ordre = 1 si elle se prolonge 
en une fonctionnelle linéaire continue sur C'(Q). Les éléments de F € D'(Q) 
ne sont pas tous d’ordre fini. Cependant pour tout domaine V € {2 d’adhé- 
rence compacte, la restriction de F à @(V') est d’ordre fini. 

Toute distribution à croissance modérée F € S’(R") est continue pour 
l’une des semi-normes pxr — un Pa, p (cf. n° 3). On appelle ordre de F le 

à < l 
plus petit / pour lequel ceci a lieu. Donc, toute distribution à croissance 
modérée admet un ordre fini. (On vérifie immédiatement que la définition 
de l’ordre est équivalente à celle donnée plus haut pour le cas où 9 = R’' et 
la distribution F appartient à S’(R") € D'(R”).) 

5. Opérations sur les distributions. Nous allons montrer ici comment 
les principales opérations sur les fonctions (la multiplication par une fonc- 
tion, la dérivation, le changement de variables) s’étendent aux distributions. 

Supposons que L désigne l’un des espaces @(9Q), C(Q), S(R'), L’ est 
l’espace dual, Z;, un sous-espace dense dans L’ composé des distributions 
régulières. Si L = D(Q) ou €(Q), pour Lys il est commode de prendre 
PQ), si L = S(R”), D(R’) ou S(R”). Supposons que sur L, est défini un 
opérateur linéaire 4, et que cet opérateur est continu pour la topologie de L’.. 
Alors 4, est prolongeable en un opérateur continu À dans L’. Ce prolonge- 
ment est unique, puisque L, est dense dans L’. 

Dans les cas étudiés, la continuité de l’opérateur 4, peut être mise en 
évidence à l’aide du procédé suivant. Soient B un opérateur continu dans Z, 
B” son adjoint dans L’. Si la restriction de B” à 4 est confondue avec 46, 
alors 4, est continu. Dans ce cas le prolongement cherché de À coïncide de 
toute évidence avec B”. 

Particularisons le schéma général décrit. 

1) Produit par une fonction. Supposons que f € É(9) et prouvons que 
l’opérateur M(f) de multiplication par f admet un prolongement continu 
de D(Q) à D'(Q). Posons L = D(Q) = L,, B = M(f). On calcule sans 
peine la restriction de l’opérateur B” à Li. En effet soit + € D(Q), ge Lx. 
Alors 


(B'g, p) = (eg, By) = (8, jp) = [| 8x) f(x) px) 4x. 
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Donc, l'opérateur B’ agit sur l’espäce L, comme la multiplication par la 
fonction f. Nous voyons que cet opérateur admet un prolongement continu 
(en l’occurrence B”) à l’espace D’(9) tout entier. En désignant ce prolonge- 
ment comme précédemment par M( f), on obtient 


(M(P)F, p) = F, M(F)?). 


Exemple. Calculons le produit de la fonction de Dirac sur la droïte par 
une fonction f indéfiniment différentiable. On a <fô, œ) = (à, fo) = 
— f(0)(0). D'où fô = f (0), ce qui confirme notre idée intuitive sur le 
comportement de la fonction de Dirac par une multiplication. 

2) Dérivation. On rappelle que par 0; on désigne la dérivée partielle 

| 


O/0x;, et par O* l’opérateur . Montrons que l’opérateur Ok 


0x... ox" 
admet un prolongement continu à Ÿ’(Q). Il suffit de considérer le cas de 
l’opérateur ©;. Posons B — —0; et calculons la restriction de B” à M(£Q). 


On a 


89, 9) = Cf, Bp) = [SCO ax = [ER p09 dx. 


Ox; 
Donc, B’ est confondu avec 0; sur Â(A). Par suite, l’opérateur O/Ox; 
admet un prolongement continu (en l’occurrence B”) à D'(Q). La forme 
explicite de ce prolongement (que nous désignerons toujours par 0;) est 


(OF, p) = —(F, 0jy) 
et d’une façon générale pour k quelconque 
(O*F, ) = (—D'A(F, Op). 
Exemple. La distribution C6 agit d’après la formule 
(Or, p) = (— 1) 8Xp(0). 


Changement de variables. Soient y = y(x) une application indéfiniment 
différentiable biunivoque d’un domaine { sur lui-même, x = x(y) l’appli- 
cation réciproque. Sur l’espace (9) est défini l’opérateur de changement 
de variables T': (Tp)(y) = p(x(y)). Calculons l'opérateur adjoint T’ sur 
l’espace (Q). On a 


TD = LT) [ford = [Or EE] à. 


Donc l’opérateur adjoint de T est le composé de l’opérateur T1 et de 
©y | 
ox | 
D'où il résulte que l’opérateur T admet un prolongement continu à /2”(Q). 
Un calcul peu compliqué nous montre qu’il est défini par la formule 


(TF, p) = (F, MIT), 


où J est le jacobien de l’application T1, 


l'opérateur M ( de multiplication par le module du jacobien de T. 
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Exemple. Soit a(x) une application biunivoque indéfiniment dérivable 
de la droite sur elle-même. Calculons la distribution ô(a(x)). On a 


(ô(a(x)), ) = (6, p(b(x)) 1b’(x)1) = #(b(O)) 1b(0)!, 


où b(x) est la fonction inverse de a(x). En particulier on a Ôô(ax+b) = 
= |a|"10_spa(x). (Par ô4(x) on désigne la distribution agissant d’après la 
formule {ôs, p) = y(b).) 

Remarque. Les opérations sur les distributions définies plus haut sont 
des opérateurs continus par hypothèse. Donc, elles sont permutables avec 
les passages à la limite. En particulier, on peut dériver terme à terme autant 
de fois qu’on le veut toute série convergente de distributions. 

Montrons maintenant que l’ensemble des distributions à support compact 
s’obtient de façon naturelle à partir des distributions régulières par dériva- 
tion. De façon plus exacte, on a le 

Théorème 33. Toute distribution F € €’(Q) peut être écrite sous la forme 


F = Off, (28) 


où k est un multi-indice, f une distribution régulière. 
Démonstration. Pour système de semi-normes sur (9), définissant la 
topologie de cet espace, il est commode de prendre le système 


Pn(p) = | 10p(x)| dx, 
Ka 


où {K,,} est une famille de compacts recouvrant le domaine (cf. n° 3). Si une 
distribution K est continue pour une semi-norme p,r, alors d’après le 
théorème de Hahn-Banach et le théorème de la forme générale des fonction- 
nelles linéaires sur L1(K,, dx) il existe une fonction f € L.(K,, dx) telle que 


(EF, p) = | 04p(x) f(x) dx. 
Kh 


Cette égalité se transforme en la relation (28) cherchée par substitution 
de(—1)#lf à f. 

Remarques. 1. Cette démonstration n’assure que la mesurabilité de f. 
En accroissant si nécessaire le multi-indice X, on peut faire en sorte que la 
fonction f soit continue sur 2, 

2. Si dim © = 1 on peut montrer qu’en dehors du support de F la fonc- 
tion f est confondue avec un polynôme annulé par l’opérateur Of. 

3. Un raisonnement analogue nous amène au 

Théorème 34. Toute distribution à croissance modérée F € S’(R") admet la 
représentation (28), où f est une fonction continue à croissance modérée sur R’. 

Le produit direct de distributions joue un rôle important dans la construc- 
tion et l’étude des distributions dans des domaines à plusieurs dimensions. 

Soient Q, un domaine dans R", 2, un domaine dans R". Posons 
Q = Q,XQ, € Rrrr, Si f; sont des distributions régulières sur Q,, £ = 1, 2, 
on peut définir une distribution régulière f sur { à l’aide de la formule 


{f,p) = fix) 20) ox, y) dx dy. La fonction f s’appelle produit direct de 
2 
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Ji et f2 et se note f1Xf2 D’après le théorème de Fubini, cette intégrale 
peut être calculée pas à pas : 


(> p) [B2 1(X) tE a(y) p(x, y) dy) dx = 


[A0 [AG EG, » dx) dy. (29) 


Cette construction est valable pour toute distribution. 
Théorème 35. Soient o € M(Q), fi € D'(Q)), i = 1,2. Alors 


1) la fonction p1(x) = K f2, (x, -)) appartient à D(Q) ; 
2) la fonction pa(y) = € f1, o(-, y)) appartient à D(Q)) ; 
3) on a( fi P1) . (fa P2) ; 


4) la correspondance @ —+ < f1, o1) = f2, p2) est une fonctionnelle linéaire 
continue sur Î(Q). 


Démonstration. Montrons que la fonction w1 est à support borné. 
Soient K € © le support de la fonction y, K1, la projection de Æ sur @:. 
Alors la fonction w,(y) = o(x, y) est identiquement nulle pour x 4 K1. 
Donc g1(x) = {f2, px) = 0 pour x & K, d’où supp 1 € K1. D’autre part, 
l'application x + y, de Q;: dans Â(92) est indéfiniment dérivable. Ceci 
entraîne l’indéfinie dérivabilité de 1. Donc 1€ M(Q:) et nous avons 
prouvé 1). La proposition 2) se démontre de façon analogue. 

Pour démontrer 3) considérons préalablement le cas particulier où la 
fonction œ(x, y) est de la forme w1(x) ya(y). Il est alors évident que p1(x) = 
= Y1(x)( fa, Ya), pay) = YAP) 1 Yi). Et l’on a (29). Les combinaisons 
linéaires des fonctions de la forme w1(x) y2(y) étant denses dans (9), il 
reste à vérifier que les applications œ — < f1, p1) et g — € f2, pa) Sont continues 
pour la topologie de (9). Ceci résulte de la continuité immédiatement 
vérifiable de l'application & — w1 de D(Q) dans D(Q:). 


$ 4. Espaces hilbertiens 


1. Géométrie de l’espace hilbertien. Un espace vectoriel Æ sur le corps 
K = R ou C est préhilbertien s’il est muni d’un produit scalaire*), c’est-à-dire 
d’une application de HXH dans K, notée (,) et possédant les propriétés 
suivantes : 

1) (aix1t l2X2, y) = Ai(x1, y)+/Aaxe, y) (linéarité par rapport au 
premier argument) ; 


*) Le terme « produit scalaire » est apparu dans le travail de Hamilton sur le corps 
des quaternions. Tout quaternion g se représente par la somme d’une « partie scalaire » 
4 et d’une « partie vectorielle » 4 = q\i+q2j+q3k. De là le produit de deux quaternions 
vectoriels ÿ et r est la somme du produit scalaire (4, 7) et du produit vectoriel (9, F]. 
Certains auteurs désignent le « produit scalaire » par « produit intérieur ». 
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2) (x, y) = (y, x) (hermicité ; la barre désigne la conjugaison complexe) ; 
3) (x, x) = 0 (semi-définition positive). 

Un espace préhilbertien H est hilbertien si l’on a de plus. 

3”) (x, x) — 0 pour x # O0 ; 


4) H est complet pour la topologie définie par la norme = 4/(x, x). 


X 


(On établira ultérieurement que ceci est bien une norme.) 
L’une des plus importantes conséquences des propriétés du produit 
scalaire est l 


Inégalité de Cauchy-Bouniakoyski: 
IG, 7) = (x, x) Oo, p). 


Démonstration. Supposons d’abord que (x, y) est un nombre réel. Pour 
tout’ ERona 


O0 = (x+ 17, x+1y) = (x, x)+24(x, y)+ (7, 7). 


Donc, ce trinôme du second degré (en #) possède un discriminant = 0 : 
(x, y}}—(x, x)-(y, y) = 0, c.q.f.d. On obtient la généralisation du cas étudié 
par multiplication du vecteur x (ou y) par un nombre complexe convena- 
ble de module égal à 1. Ceci étant (x, y) devient réel sans changer de valeur 
absolue ; (x, x) et (y, y) ne varient pas non plus. 

Corollaire. La quantité ||x|| = 4/(x, x) possède les propriétés d’une 
semi-nornie (et même d’une norme si est satisfaite la condition 3°)). 

En effet, 


Ix+ylf = G@ x)+G, 7) +0, x)+0, ») = G, 2)+21(,»)+ 0 ») = 
< (x,x)+2 V/G, 2): 0, »)+ 0, ») = (xll+ lp 


Tout espace préhilbertien L peut être transformé en espace Milbertien 
L à l’aide de la construction suivante. Soit Lo € L le sous-ensemble des 
vecteurs x pour lesquels (x, x) = 0. L’inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
nous dit que Lo est un sous-espace de ZL. On définit de façon natureile le 
produit scalaire sur l’espace quotient L/Lo : si X, y € L/Lo, et xE X,yE y 
sont des représentants des classes x et y, on convient alors que (x, y) = 
— (x, y). On laisse au lecteur le soin de s’assurer que cette définition est 
correcte et que le produit scalaire obtenu jouit de la propriété 3”). Si d’autre 
part L/Lo n’est pas complet, on désignera par Z sa complétion pour la norme 
[[x]] = 4/(x, x). L’inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous apprend que le 
produit scalaire est continu pour cette norme, donc prolongeable à £. 
Nous sautons la vérification des propriétés 1), 2), 3) pour le produit scalaire 
prolongé. 

Exemples. 1) Soit L l’espace des suites à support borné finies {x,} de 


nombres de K muni du produit scalaire (x, y) = ÿ x,ÿ,. Dans ce cas 
n=] 
Lo — {0}, L — l(K). 
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2) Sur L = Cfa, b] le produit scalaire est défini par la formule (f, g) = 
b ———_— 
— ( F9 gx) dx. Dans ce cas Lo = {0}, L — Lola, b]. 


3) Sur Z, espace des fonctions en escalier mesurables sur un ensemble 
Y de mesure u, le produit scalaire est de la forme ( f, g) = (29) gx) du. 
x 


Dans ce cas Lo est composé de fonctions presque partout nulles pour la 
mesure y, L = Lao(Y, u). 

4) Sur L, espace des polynômes en la variable complexe z, le produit 
scalaire est défini par 


(P,0)= Îf POOG)dxd, 2= x+iy, 


|z| <1 


ici Lo = {0}, L est confondu avec l’ensemble 4?(D) des fonctions de 
Lo(D, dx dy) analytiques sur le disque unité D (voir exercice 533). 

Dans un espace hilbertien réel, on peut définir l’angle o € [0, x] entre 
des vecteurs x et y par 


(x, >) 


RS FATF TIR 


En particulier si (x, y) = 0, alors o = x/2. On dit alors que x et y sont 
orthogonaux et l’on note x L y. 

Dans un espace hilbertien complexe, la notion d’angle n’a pas de sens 
mais celle d’orthogonalité reste en vigueur. Si S est un sous-ensemble 
arbitraire dans un espace hilbertien H, on désigne par S+ l’orthocomplément 
de S, c’est-à-dire l’ensemble de tous les vecteurs x € Æ orthogonaux à 
tous les vecteurs y € S. Il est évident que S+ est toujours un sous-espace 
vectoriel fermé de XH. 

Le théorème suivant décrit une propriété géométrique fondamentale de 
l’espace hilbertien. 

Théorème 36. S; K est un sous-ensemble fermé convexe non vide dans un 
espace hilbertien H, alors pour tout point x € H il existe un point unique 
€ K qui est le plus proche de x. 

Démonstration. Soit d — inf d(x, y), où d(x, y) est la distance engendrée 

EK 


par la norme ||x|| = 4/(x, x), et {y,} une suite de points de K telle que 
lim d(x, y,) = d. Prouvons que {y,} est une suite fondamentale. Nous 


71 —> 00 


aurons besoin pour cela de l’identité du parallélogramme 
Lx+yif+ xp = 211x18+21L7 IP, (30) 


valable dans tout espace préhilbertien (voir exercice 547). En appliquant 
cette identité au parallélogramme de côtés x— 7, et x—y,,, on obtient 


lv ir D x», [+2 


[X— Pr — 2x 7-7 || 
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On remarquera maintenant que |I2x—y,—y,,||° = 


nt Yn À 2 49 
no ‘ 4®, 


puisque ee € 7 € K. Sin et m sont assez grands, alors ||x—y,ll? = d'+2, 
[x —plf <= d+e, d'où ||y,—-7y,1P? < 4(d2+e)—4d? = 4. 


Nous avons montré que {y,} est fondamentale, Supposons que y = 
= limy, Alors d(x, y) = lim d(x, y,) = d. Que ce point soit unique 
résulte de l’identité du parallélogramme : si d{x, y) = d(x, y’) = d, alors 
y 1f=2]x-yff+21x-yff|2x-y vif < 4-4 = 0, c.q.fd. 

Remarque. L'hypothèse de la réciproque savoir que si dans un espace 
hilbertien un ensemble K est tel que pour tout point x € Æ il existe un 
point unique y € K qui est le plus proche de x, alors K est fermé et con- 
vexe, a été avancée depuis longtemps, mais elle n’a été ni prouvée ni réfutée. 

Théorème 37. Soient H un espace hilbertien, H1 un sous-espace fermé de 
H, H, = H{.. Alors H est la somme directe de H, et H. 

Démonstration. Soit x € H et supposons que x. est le point de H: 
le plus proche de x. Posons x2 = x—x1 et prouvons que x2€ H2. En 
effet, supposons que y € H1; nous savons que la fonction f(f) — 
= ||[x—-x1+1yl® de la variable réelle ? présente un minimum en # = C. 
Donc f”(0) — 0. Or, 


f'() = im RO = (x, )+(p, x2) = 2 Re (x, p). 


Donc Re (x», y) = 0. En remplaçant y par iy il vient Im (x2, y) = 0. Donc 
(x2, y) = 0, c’est-à-dire x2 € H2. Nous avons montré que H est la somme 
de H, et H2. Que cette somme soit directe résulte de l’orthogonalité de 
H; et H2; si x € H1f)H, alors (x, x) = 0, c’est-à-dire que x = 0. Le 
fait que À est somme directe de deux sous-espaces orthogonaux H, et 
H2 est noté par la formule H = H:1@H:. 

Théorème 38. Toute fonctionnelle linéaire continue f sur un espace hil- 
bertien est de la forme f(x) = (x, y) pour y € H. 

Démonstration. Soit H, — ker f l’ensemble de tous les vecteurs annulant 
f. Si H1 = H, alors f = 0 et l’on peut poser y = 0. Si H1 < FH, on posera 
H2 = Hj.. Le théorème 37 nous dit que H = H1@H2. Prouvons que H2 
est de dimension 1. Soit y, un vecteur non nul de H2. Alors f(yo) < 0, 
puisque, le cas échéant, yo appartiendrait à A1. Pour tout y1€ Ho le 


vecteur m1 yo appartient à H1f\H: et par suite est nul. Ceci prouve 
que {yo} est une base de H2. Posons maintenant y = Li © e Yo et comparons 
0 Yo 


la fonctionnelle f à la fonctionnelle x-- (x, y). Ces deux fonctionnelles 
sont nulles sur À, et prennent la valeur f (yo) sur yo. Donc elles sont partout 
confondues. 

Remarque. Les théorèmes 36, 37 et 38 sont mis en défaut dans un espace 
préhilbertien (voir exercice 544). 
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On dit qu’un système de vecteurs {x} «4 dans un espace préhilbertien 
est orthonornié si 
1 pour x = 


ne O0 pour «  f. 


Inégalité de Bessel. Pour tout système orthonormé {x.}, e À et tout vecteur 


XOona« 
» [G, x) = (6, x). (31) 


X, X:)|?, où la borne 


(La somme de gauche est comprise comme sup 2 
A0 


supérieure est prise sur tous les sous-ensembles RE A0 € À. On démontre 
sans peine que cette somme ne peut être finie que dans le cas où seul un 


ensemble au plus dénombrable de termes sont différents de 0. 


Démonstration. Par définition de la somme du premier membre de (31) 
il sufüt de vérifier cette inégalité pour un ensemble finie 4. Soient H1 le 
sous-espace de H engendré par le système {x,}, « € 4, H, = Hj. Alors 
x= Ÿ Gxaty, où y € Ho: Le système {x} étant orthonormal et Hi et 
à € À 
H: orthogonaux, il vient 


GX) = cs (x) = } a+, y), 
& € À 
d’où résulte immédiatement (31). 
Dans un espace hilbertien H un système orthonormé {xhe4 est dit 
complet si son orthocomplément est constitué de O. 
Egalité de Parseval (généralisation du théorème de Pythagore). Pour tout 
système orthonormé complet {x.}. « 4 et tout vecteur x on a 


(XX) = 


(32) 


Démonstration. Soit 4, l’ensemble des indices pour lesquels (x, x.) Z O. 
Comme indiqué plus haut, l’ensemble 4, est dénombrable. Indexons-le et 
écrivons X1, X2, ... au lieu de x, X:,, ... et C1, Co, ... au lieu de c.., 


n 
C. ... Considérons la suite des sommes S, — À c;xi. La suite {S,} est 


n+k 
fondamentale, puisque [|S,:1—S,1? = 3 ]|cl?, et que la série À FC; le 
i=n+1 
converge. Soient S = limS, et y = x—$S. Montrons qu’en réalité y = 0. 
Pour cela il suffit de vérifier que y est orthogonal au système {xs} « 4. Pour 
«4 Ao ceci est évident par construction ; pour «& € Ao ceci résulte de 
l'égalité 
(y, x) = (x —S, x) = lim (x—$S,, xi) = 0. 


JP —> © 
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Donc y = 0 et par suite x = S, d’où 


(x, x) = lim (S,, S,) = lim ÿ |af®= » lc. 
i=1 a € À 


F1 — CO J1 — OC 


Nous avons incidemment démontré le 

Théorème 39. Dans un espace hilbertien H tout système orthonormal 
complet {Xe}: 4 est une base hilbertienne au sens que tout vecteur x € H se 
représente de façon unique par 

= DC où (Rx) 
a € À 

Remarque. La notion de base hilbertienne est différente de celle de base 
dans un espace vectoriel et n’est confondue avec elle que si la dimension 
de l’espace est finie. La différence est faite par l’existence de combinaisons 
linéaires infinies qui n’ont pas de sens dans une situation purement algé- 
brique. 

Théorème 40. Tout espace hilbertien admet une base hilbertienne. Toutes 
les bases d’un espace donné H sont équipotentes. (Cette puissance s'appelle 
dimension hilbertienne de H.) 

Démonstration. En utilisant le lemme de Zorn on démontre immédiate- 
ment l’existence d’un système orthonormé maximal dans A. Si ce système 
n’était pas complet, en lui ajoutant un vecteur unité de son orthocomplé- 
ment, on obtiendrait une contradiction avec sa maximalité. Donc, un sys- 
tème maximal est complet et d’après le théorème 39 est une base hilbertienne 
dans 1. 

L’équipotence de deux bases dans un espace de dimension finie résulte 
d’un fait algébrique analogue : dans ce cas les notions de base et de base 
hilbertienne sont confondues. 

Supposons maintenant que H possède une base dénombrable {x,}, en. 
Alors H est de dimension infinie (puisque x, sont indépendants) et sépa- 
rable (c’est-à-dire possède un sous-ensemble dénombrable partout dense ; 
tel est, par exemple, l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies des 
vecteurs de base à coefficients rationnels). Tout autre base {y} € 4 con- 
tient un nombre infini d'éléments. Si À était non dénombrable, alors H 
contiendrait un ensemble non dénombrable de boules disjointes de rayon | 
(il suffit de prendre les boules centrées en 2}, « € À), ce qui contredit la 
séparabilité de FH. 

Nous sautons le cas d’un espace de dimension non dénombrable car 
il implique une incursion dans la théorie des ensembles. 

On peut démontrer l’existence d’une base dans un espace hilbertien 
séparable sans faire appel au lemme de Zorn à l’aide du processus d’ortho- 
gonalisation. 

Soit {x}; en un système dénombrable de vecteurs dans H dont l’ortho- 
complément n’est composé que de O (par exemple est une famille de vec- 
teurs dense dans Æ dont l’existence est assurée par la séparabilité de A). 
En éliminant les vecteurs «excédentaires » on peut admettre que x, sont 
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linéairement indépendants. Définissons maintenant de nouvelles suites de 
vecteurs {Yu}nens {Znfnen : 


Ji 
71 — X1 Ad 
} | Tin ? 
V 
Vo. —= X2—(Xo, Z1)Z1, Z2 — ii, 
IBAI 
n—1 y 
Yan = Xn— D (x Zi)Zi, Zn — Ts , 
i=] BAL 


CR 


Il est aisé de voir que le système {z,} est orthonormé et que l’enveloppe 
linéaire de z1, ..., z, est confondue avec celle de x1, ..., x,. Donc {z,),en 
est une base de H. On remarquera que si le système initial {x,} est contenu 
dans un sous-espace (non fermé) Ho de H, alors le système {z,} l’est aussi. 
De là, en particulier, il résulte que tout espace préhilbertien séparable pos- 
sède une base. 

Théorème 41. Deux espaces hilbertiens sont isomorphes si et seulement 
s'ils possèdent la même dimension hilbertienne. 

Démonstration. La nécessité de la condition est évidente. Prouvons la 
suffisance. Supposons que À, et H2 sont de même dimension. Ceci signifie 
que H, et H2 contiennent des bases {x k € 4 et {ch e 4 équipotentes. Définis- 


sons un opérateur U : H;— He par la formule U| Ÿ cuxa) =" ) Ce 
4 € A a € À 


L'égalité de Parseval nous dit que cet opérateur est isométrique, c’est-à-dire 
préserve le produit scalaire, donc applique H, dans un sous-espace complet 
L de H2. Comme L contient la base {y}, € 4, il vient Lt = {0}. Donc L = H, 
c.q.f.d. 

Corollaire. Tous les espaces hilbertiens séparables de dimension infinie 
sont isomorples. 

2. Opérateurs dans l’espace hilbertien. Nous avons vu au n° 1 que toute 
fonctionnelle linéaire continue sur un espace hilbertien H pouvait être 
représentée par un produit scalaire. De là il résulte qu’on peut naturellement 
identifier l’espace hilbertien réel Æ avec son dual H”. À un vecteur y est 
associé la fonctionnelle f,(x) = (x, y). Pour un espace hilbertien complexe 
cette correspondance est un antisomorphisme, car f, dépend antilinéai- 
rement de y: fapsay = fn +A2f, Considérons l’espace H* antidual 
de A, c’est-à-dire l’espace des fonctionnelles antilinéaires continues sur X. 
Les espaces À et H* s’identifient naturellement : à un vecteur x € H est 
associée une fonctionnelle antilinéaire f(y) = (x, y). 

Si H1et H2 sont des espaces hilbertiens, 4, un opérateur linéaire de 
H dans H:, alors on peut définir l’opérateur adjoint hermitien 4* de 
HS = H, dans HŸ = H, par la formule 


(4*xo, X1) = (x2, AX1), X; € Hi. 
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La correspondance 4 -- 4* possède les propriétés suivantes : 
(A141+ 2249) = À1A4ÿ + 1245 : (4BŸÿ — B* 4* ; (4°) = À. 


Les opérateurs adjoints hermitiens sont souvent appelés simplement ad- 
joints, ce que nous ferons aussi, mais en conservant une différence dans la 
notation : par 4’ on désignera l’opérateur adjoint et par 4* l’opérateur 
hermitien adjoint. 

Distinguons les classes d'opérateurs suivantes. 

Les opérateurs autoadijoints (ou hermitiens) À sont caractérisés par la 
propriété 4* = À. 

Les opérateurs unitaires sont caractérisés par la propriété U* = U71. 
(Ceci équivaut aux conditions U*U = 1 = UU*. En dimension finie 1l suffit 
de l’une de ces deux égalités.) 

Les opérateurs normaux N jouissent de la propriété NN* = NN. 

Les orthoprojecteurs P possèdent les propriétés : P* = P — P? (voir 
exercice 554). 

Les opérateurs positifs À sont tels que (Ax, x) = 0 pour tous les x € FH. 
Cette propriété s’écrit : À > 0. Dans l’ensemble End Æ on introduit l’ordre 
partiel : A> Bsi 4A—-B > ©. 

Exemples. 1) L'opérateur À de multiplication par une fonction 
a € L(X, b), définit sur l’espace L.(X, u), est autoadyjoint si a(x) est presque 
partout réelle, et unitaire si |a(x)| = 1 presque partout. Cet opérateur, qui 
est normal pour toute fonction a, est un orthoprojecteur si a prend presque 
partout les valeurs 0 ou 1, positif, si a = 0 presque partout. 

2) L'opérateur T de translation unilatérale dans /(R) agissant d’après 
la formule T{x,} = {x,+1} est tel que TT" = 1, mais n’est pas unitaire, 
car TT = 1—P1, où P, est un projecteur sur le sous-espace engendré par 
le premier vecteur de base. 

3) Soit À un opérateur intégral sur L:(X, y) de noyau K(x1, x2), c’est-à- 


dire Af(x1) = K(x1, X2) f(x2) du(x2). Calculons l’opérateur adjoint 4*. 
x 
L'égalité fondamentale (4f, g) = (f, A“g) s’écrit ici 
[KG 2) C6) 801) durs) du(xs) = Ÿ C9 (A'8) CD du), 
x 


X X 
d’où (4*g)(x) = ÎK (x1, x) g(x1)du(x1). Donc À* est également un opéra- 
Ê 


teur intégral de noyau K*(x1, x2) = K(x2, x1). 

À noter que dans le cas particulier où X est constitué d’un nombre fini 
de points de mesure 1, on obtient une relation classique d’algèbre linéaire 
entre les éléments de la matrice À et ceux de sa transposée conjuguée 4° : 
dk = ki. 

Théorème 42. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur 
linéaire À d’un hilbertien H\ dans un espace hilbertien H: soit compact est 
qu’il soit uniformément approximable par des opérateurs de rang fini. 
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Démonstration. La suffisance de cette condition est valable dans tout 
espace de Banach et a été établie plus haut (voir théorème 15). Démontrons 
la nécessité. Soient À € K(H1, Ho), B1, la boule unité de H1. Alors AB: 
est un ensemble précompact dans Æ2. Prenons un € — 0 quelconque et 
soient 1, ..., x Un e-réseau fini pour AB:, Ho l'enveloppe linéaire de 
Ya ..., Jn et Po un orthoprojecteur de 4, dans H:2. Il est évident que P54 
est un opérateur de rang fini, puisque im P54 € im Po = Ho. D’autre part, 


IL4—Po41] = sup || A4x—PoA4x|] = sup [y—Poy!l= 6, 
xe€B 7 € AB: 


puisque 
Hy—Poy|i = y Po -r)|l = 1(—-Po) Ori = ri. 


(La dernière expression résulte de ce que 1—P5, de même que P5, est un 
orthoprojecteur, donc est de norme 1), c.q.f.d. 

A tout opérateur hermitien À dans un espace hilbertien est associée 
une forme hermitienne (resp. quadratique dans un espace réel) Q4(x) — 
= (AX, x). 

Théorème 43. Pour tout opérateur hermitien À, on a sup |O4A(x)| — 

1x1 =1 


= || 4] ; si la borne supérieure est atteinte en xo, alors Xo est un vecteur 
propre de À associé aux valeurs propres +||A||. 

Démonstration. Il est évident que |Q4a(x)| = |(Ax, x)| = il 4x || |]x]| = 
< || 4]| pour ||x|| = 1. Pour obtenir la majoration inverse, on utilisera 
identité OA(x+7)—OQ4(x— y) = 4Re(Ax, y), qui se déduit facilement de 
la définition de Q4. Soit ce [Q4(x)l = c. De l'identité indiquée il vient 

Hxf=1 


4Re(Ax, y) = c\x+y|lf+c]fx-y|f 
ou en vertu de l'identité du parallélogramme 


2 Re (ax, y) = c[Ix[f+cllylf. 


Posons y = 4x On obtient alors 2/||x|||| A4x|| <2c||x|l? ou 


HAx|l= c|lx||, c.q.f.d. Une autre démonstration est accessible dans l’exer- 
cice 556. 

Supposons maintenant que sup [OA(x)| est réalisé en xo. Désignons 
par z un vecteur unité quelconque orthogonal à x Le vecteur x, = 
= Xp COS /+zsin { est confondu avec x pour /—=0 et possède une 
longueur égale à un pour f quelconque. Donc, Q,(x;) présente un extrémum 


pour #=0. Donc, ar QA@:) — 0. Le calcul de cette dérivée nous donne 
t—0 


2 Re(Axo, z) = 0. En substituant 7z à z on voit que (4xo, z) = (0. 
Donc 4xo € ({xo}t)*, c’est-à-dire Axo = Âx0. En définitive À = (1xo, Xo) = 
= (4x0, Xo) = +||4||, c.q.fd. 

Théorème 44. Si un sous-espace H1 de H est invariant par un opérateur 
hermitien À, son orthocomplément H2 — Hi l’est également par A. 
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Démonstration. Soient xX1€ Hi, Xo € Hs. Prouvons que Axo L x1. 
Ceci découle de légalité (Ax2, x1) = (x2, Ax1). Donc 4H: € Ho. 

Théorème 45 (Hilbert). Soit À un opérateur hermitien compact dans un 
espace hilbertien H. Il existe une base orthonormée {xshse B constituée des 
vecteurs propres de l’opérateur A. Les valeurs propres correspondantes {15} 
sont réelles et pour tout e — 0 seul un nombre fini d’entre elles sont situées dans 
le domaine || — &. 

Démonstration. Le lemme de Zorn nous permet d’établir sans peine 
l’existence d’un système orthonormé maximal constitué des vecteurs propres 
de l’opérateur 4. Montrons que ce système est une base dans H. Si cela 
n’est pas le cas, supposons que À, est l’orthocomplément de ce système. 
Le théorème 44 nous dit que A4 est invariant par À. La restriction Ao de 
l’opérateur À à H, est un opérateur hermitien compact ne possédant aucun 
vecteur propre (puisque le système initial est maximal). Montrons que ceci 
est en contradiction avec le théorème 45. En effet, 40 étant compact, il 
vient que O4, est continu pour la topologie faible sur la boule unité B1. 
De façon plus précise, si x, — x, alors 


QaXn)— QAX) = (AoX%as Xn) — (40%, X) = (Ao(x:—X), Xu) + (AX, Xn— x). 


Le premier terme du premier membre tend fortement vers O0, puisque 4s 
est compact, le deuxième est borné, puisque x, € B1. Donc le premier terme 
tend vers 0. Dans le second terme, le premier facteur est fixé, le second tend 
faiblement vers 0. Donc, le second membre tend vers 0. Donc Q4 est une 
fonction continue sur B1. La boule B: étant compacte pour la topologie 
faible, la fonction |[Q4| atteint sur B1 son maximum en un point xo € B1. 
D’après le théorème 43 x, est vecteur propre pour 4, d’où la contradiction 
annoncée. La réalité des valeurs propres résulte des relations 25 = 
= (Axs, Xs) = (xs, Axs) = lg. 

Prouvons la dernière proposition du théorème. Soient B. € B l’ensemble 
des indices B pour lesquels |A5l — €, À, le sous-espace engendré par 
{xs}se 2. L'ensemble H, est invariant par À. Désignons par 4. la restric- 
tion de À à H.. Alors À, est un opérateur compact inversible, ce qui est 
possible seulement si À; est de dimension finie, donc B. est de dimension 
finie, c.q.f.d. 

Remarque. La démonstration du théorème de Hilbert a un caractère 
de construction : en effet, on trouve successivement les valeurs propres de 
l’opérateur À dans l’ordre de décroissance de leurs modules en utilisant les 
théorèmes 43 et 44. 

Il se trouve que la valeur propre maximale (en module) de l’opérateur 
hermitien À n’est pas la seule à avoir une signification variationnelle. On a le 

Théorème de Courant. Soit À un opérateur hermitien compact dans un 
espace hilbertien H. Supposons que ses valeurs propres non nulles sont indexées 
compte tenu de leur multiplicité de telle sorte que soient réalisées les inégalités 


Â1< A o=<... <0<...—< 0 = À, 
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alors 


À, = inf sup QG) 3, = inf 24 
+ Hoi XL Hy-: IxIf ? bi Hn-1 XL Hn-: 1 x 1 là ? 
où H,_1 parcourt tous les sous-espaces de dimension (n—1) de H. 
Démonstration. La deuxième égalité résulte de la première par substitu- 


tion de — À à À. Prouvons la première. Soit H,-_1 l'enveloppe linéaire des 
vecteurs X1, ..., Xn-1 associés aux valeurs propres À1, ..., Àn-1. Alors 


dans H£1, la valeur propre maximale est 4,, donc sup ue Er 
x L Hh 1 


D'autre part, pour tout sous-espace H,-_:1 de dimension (n—1) l’espace 
H;l, possède une intersection non vide avec l’espace engendré par 
V1: ... Xe Soit 


n 
X — ÿ CiXg € HE_.. 
k=1 


alors 


O4 | lala, 24 
PTS DORE 


A 


Æ Ay 


c.q.f.d. 
Une conséquence de ce théorème est le principe d’interposition*) utile 
dans les applications (voir exercice 566). 


*) En anglais between principle (Note du traducteur.) 


CHAPITRE 4 


TRANSFORMATION DE FOURIER ET ÉLÉMENTS 
D’ANALYSE HARMONIQUE 


$ 1. Produits de convolution sur un groupe 
commutatif 


1. Produits de convolution des fonctions de base. Soient G un groupe fini, 
K un corps. Désignons par K[G] l’ensemble des combinaisons linéaires 
formelles des éléments du groupe G à coefficients de K. Les éléments de 
K[G] sont de la forme 


x = pr a(g)g, où «g)eK. (1) 


Sur l’ensemble K[G] on introduit de façon naturelle une structure 
d’algèbre sur le corps K : 


(ZX a(s)s) = X Aa) 
SO a(g)g+ D b(g)g = D (a(g)+b(g))g, (2} 
g€G geG g€G 


(EX a(a)s) LE be) 


2 a(g1) D(g2)g182. 


81€ 
&EG 


Il est commode d'identifier un élément x € K[G], défini par (1), avec 
une fonction a(g) sur le groupe G à valeurs dans K. Dans cette interprétation, 
Ja multiplication par un nombre et l’addition dans K[G] sont des opérations 
ordinaires sur des fonctions. La multiplication se distingue toutefois de la 
multiplication (ponctuelle) ordinaire. On l’appelle convolution et on la 
désigne par *%. Son expression est 

(axb)(g)= } a(gh-1)b(h) = 5, a(h)b(h-18) = À a(g1)b(g). (3) 
LhEG heG 8iL2=E£ 

L’ensemble K[G] muni des opérations définies plus haut s’appelle 
algèbre de groupe. Cette algèbre apparaît naturellement comme un objet 
universel dans une catégorie convenable (voir problème 579) et joue un 
rôle important dans la théorie des représentations des groupes. 

Dans la suite, on s’intéressera en principe aux groupes infinis G munis 
d’une mesure u. Dans ce cas il convient de remplacer la sommation par 
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une intégration dans la formule (3). De façon plus précise, nous supposons 
que G est un groupe commutatif topologique (ceci signifie que sur G est 
définie une topologie de Hausdorff pour laquelle les opérations de groupe 
(Sa, Le) —+ LiL2 et g — gl sont continues) et que sur G est définie une 
mesure borélienne y invariante par translation et par passage à l’élément 
réciproque. L’opération de groupe sur G sera désignée par le signe +. 
La propriété d’invariance de la mesure u s’écrit alors 


(A+) = u(X), u(—X) = u(X) (4) 


pour tout borélien Ÿ € G et tout « € G. On sait qu’une telle mesure w 
existe si et seulement si le groupe Gest localement compact“). Ceci étant elle 
est définie de façon univoque à un facteur numérique près. 

Exemples principaux. 1) G = R’, l’opération de groupe est l’addition 
ordinaire des vecteurs, la mesure y, la mesure habituelle de Lebesgue dans R7 


du(x) = dx; dx2 ... dxs. 


2) Z" un réseau entier de dimension n dans R", constitué des vecteurs 
de coordonnées entières. L’opération de groupe est l’addition, la mesure 
invariante u est de la forme u(X) = card X (le nombre de points de 
l’ensemble X). 

3) T" un tore de dimension n. Nous considérerons deux réalisations de 
T" : soit comme la partie de C” constituée de vecteurs z = (z1, ..., zh) 
tels que |Z] = 1, 1<k<n, munie du produit sur les coordonnées, soit 
comme un groupe quotient R’/Z" dont les éléments peuvent être définis 
par les vecteurs f € R' tels que # € [0, 1[, muni de l’addition modulo 1. 
Ces réalisations sont mises en correspondance par z = e*"4, 1]<k=<=n. 
La mesure invariante 4 est une mesure usuelle de Lebesgue définie en coor- 
données f1, ..., ,. Signalons que ce groupe est compact et que u(T") = 1. 

Le produit de convolution de f1 et de f2 sur un groupe commutatif G 
de mesure invariante x est donné par les formules 


Axfñ)O = LAG-r) RO) = AD ARG-N du, © 


G G 
qui sont exactement les mêmes que (3) (et se transforment en (3) si G est 
fini et u(X) = card X). 

Théorème 1. S7 jf, f2 € L1(G, u) alors l'intégrale (S} existe pour presque 
tous les xE€ G, la fonction f1xf2 appartient à L1(G, u) et || fiXkf2ll = 
< || fl} |l ll. 

Démonstration. Si 1, fe € L1(G, u) le théorème de Fubini nous dit que 
la fonction (x, y) = fi(x)f2(y) appartient à LA(GXG, uxXu) et de plus 
lpll = | All nn 

Considérons à présent une application + de l’espace GXG qui fait 
correspondre à un point (x, y) le point (x+y,7y). Cette application est 


*) Un espace topologique est localement compact si chacun de ses points admet un 
voisinage précompact. 


7* 
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mesurable (envoie un borélien dans un borélien) et préserve la mesure 
uX u. En effet, si X = AXBC GXG est un ensemble mesurable élémentaire, 
alors 


uXu(T(X)) = | %u0(x, ») du(x) du(y) = 
GXG 


= [xx »)duGo dun = | fx», ») dut») du(y) = 


GXG G \G 


= [u(4+y) du(y) = u(4) u(B) = uXu(X). 
B 


D'où il résulte que 7 induit une transformation isométrique T de l’espace 
LGXG, uX u) définie par 


Tq(x, }) _— p(r- 1x, »)) Sn p(x—y, y). 


En appliquant ce résultat à la fonction q(x, y) = ji(x) f2(y), on obtient la 
proposition du théorème. 

Remarque. L’inégalité prouvée entraîne la continuité du produit de 
convolution sur l’espace Z:(G, u). 

Théorème 2. Le produit de convolution est commutatif, associatif et 
distributif par rapport à l'addition. 

Démonstration. La dernière proposition découle immédiatement de la 
linéarité de l’intégrale. Les deux premières se prouvent par un changement de 
variables préservant la mesure u ou u X u. Plus exactement 


f1Xf2(x) = Îf 1(x—y) 27) du(y) = 


G 


= PC—7) fx +7) du(y) = J Pa 7) fi) duo) = (2x) Co), 
(A XP) #5) ©) = JG *Xf2) (x —y) fe) du(y) = 
= J J f(x y—2) fe(2) fs(y) du(2) du(y) = 
J Jh@- 2) fa(z— y) fa(y) du(2) du(y) = 
(Aix (PK 3) C0. 


Supposons maintenant que T'(a) est un opérateur de translation sur le groupe 
G: (T(a)f)(x) = f(x+a). Il est clair que T (a) est un opérateur isométrique 
linéaire sur L1(G, u). Le théorème suivant décrit une propriété importante de 
la convolution. 

Théorème 3. La convolution commute avec les translations sur un groupe : 


T(a)(f1Kf2) = Ta) fiKf2 = f1XT(a) f2. (6) 
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Démonstration. On a : 


Ta) (14/2) ©) = (AK) (x+a) = | f(x+a—» JA) du(y) = 
G 
= [T@) AG») fe) du(y) = (Ta) f1Kf2) (x). 
G 


La deuxième égalité résulte de la première et de la commutativité de la 
convolution. Dans la suite, nous nous servirons de la notation S(f) pour 
l’opérateur de convolution de la fonction f: S(f1)f2 = f1Xf2. Le théorème 
2 prend la forme des identités 


SF) S(P2) = S(P2) SJ) = SA X F2), (D) 
et le théorème 3 
T(a) SF) = SP)T(a) = ST(a)f). (8) 
Théorème 4. S2 € D(R"), alors S(œ) est un opérateur continu de 
LA(R”, dx) dans Ê(R") et de D(R") dans D(R”). 


Démonstration. Soient o € D(R’), f € L1(R’, dx). Montrons que la fonc- 
tion S(y) f est indéfiniment dérivable et que 


OS(p)f = S(0*p)f. (2) 


Il suffit de toute évidence de vérifier cette affirmation pour le cas parti- 
culier de la dérivée partielle 0; = 0/0x;. Soit e; un vecteur de base dans R’. 


L'opérateur ©; peut être écrit sous la forme lim At A S 
t—0 


. D’après le 

théorème 3 il commute avec S(f). Donc 
0jS(p) f(x) = 0,S(f) px) = us 

ru 1 


ICT 1 


S(F)p@X) = 
= Lim (7) — pQ) = SUP) Gr. 

La dernière égalité découle du fait que pour œ € “D(R”), la fonction Ce) 1 
tend uniformément vers 0;g et que l’opérateur S(f) préserve la convergence 
uniforme. Donc, on a prouvé en (9) et l’infinie dérivabilité de S(y)f. 


Vérifions que S(p): L1(R’, dx) — €(R") est un opérateur continu. Pour 
toute semi-norme prx dans (R"), on a 


px S(p)f) = se (O“S(p) f(x) = sue (Op) FCI = sup 18kG)1 TF1 


c.q.f.d. 
Pour prouver la dernière proposition vérifions que pour 1, P2 € D(R"), 
on à 


SUpp (p1KP2) € SUPP P1+SUPP Po, (10) 


où supp désigne le support et le signe + la somme arithmétique des ensem- 
bles : XY+Y = {x+y|xe X,yE€ Y}. En effet, si x 4 supp g1+supp pe, pour 
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tout y € supp ÿ1 le vecteur x— y € supp 2 Donc, dans l'intégrale (5) qui 
définit 1 Xp2(x), l’intégrant est identiquement nul. Donc, p1Xç2 s’annule 
en dehors de supp 1+supp y. Le dernier ensemble est compact (en tant 
qu'image continue du compact supp p1Xsupp © GXG), donc il 
contient supp (g1*Xp2). Nous avons prouvé que S(œ) applique D(R") 
dans D(R”). Quant à la continuité, il suffit de la mettre en évidence sur les 
sous-espaces ‘X(R'") en raisonnant comme plus haut et en utilisant le 
fait que S(y) applique DX(R’) dans DR”), où K1 = K+supp y, c.q.f.d. 

2. Produits de convolution des distributions. La définition de la convolution 
s’étend aux distributions. 

Soient F € (D'(R"), @ € D(R”"). Le produit de convolution FX peut 
être défini de deux façons. 

1. On sait que l’opérateur S(œ) (voir théorème 4) est un opérateur continu 
dans l’espace Ÿ(R”). Calculons l’action de l’opérateur adjoint S(œ)’ sur une 
distribution régulière f(x). On a 


(Se) F, p) = KP, Spy) = [FC kw) dx = 
Rz 
= [ fe») vtr) dr. (11) 


Rr R2 
Posons @(x) = p(— x). La dernière expression devient alors : 


FL [SC Cp) dy = [x ECP) vOr) dy = (SG)S, v). 
Rr 


R2 R: 


Nous avons donc établi l'égalité des opérateurs S(p) = S(œ) sur les 
distributions régulières. D’où 1l résulte que l’opérateur S(œ) admet un pro- 
longement continu à Ÿ’(R"), plus exactement il se prolonge en l’opérateur 
S(p). Ceci constitue la première définition de la convolution. Mettons-la 


sous la forme : 


(Fkp, PE CE, PP). (12) 


2. L'intégrale [ p(x— y) EF(y) dy qui a servi à définir le produit de convolu- 
Ra 


tion pour des fonctions peut être déterminée, lorsque F € D'(R"), comme 
la valeur de la fonctionnelle F sur la fonction de base y(y) = g(x— y). 
En utilisant les notations précédentes on peut exprimer cette définition par la 


formule : 
FkpQx) = (F, T(-2)ÿ). (13) 


Donc, d’après la deuxième définition de la convolution, FX est une 
fonction sur R'. Ces deux définitions sont confondues. Plus exactement on a 
le 

Théorème 5. Sÿ FE D'(R"), pE DR”), alors la distribution Fxç 
définie par (12) est régulière, indéfiniment dérivable et peut être calculée en un 
point x € R" par la formule (13). 

Démonstration. Remarquons préalablement que l’élément T(—x) X 
Xp € (D(R") dépend continûment de x € R'. (Si x, + x dans R’, alors 
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T(—x,)g + T(—x)y pour la topologie de l’espace @(R").) Donc, le second 
membre de (13)est une fonction continue. Traitons-la comme une distribu- 
tion régulière sur R' et montrons qu’elle est confondue avec la distribution 
(12). Pour cela nous devons pour tout y € D(R”) vérifier que 


(FE, Dky) = ÎCE, T(—-2)P) p(x) dx 


R? 


où que 


HO COTO dx) dy= | Fo») ds) yo) dx. 
Re R" ; 


R? R’ 


Prouvons une relation plus générale 


J F(y) ({ a(x, y) ax) dy = J J F(y) «(x, y) dy) dx, (14) 


m R? 


où F € D'(R"), « € (D(R'+"). On remarquera pour cela que l’ensemble des 
a € (D(R"+") vérifiant (14) forme un sous-espace vectoriel fermé. Ce sous- 
espace contient toutes les fonctions « de la forme a(x, y) = B(x)>(y), 
B € DR"), y € DR") et par suite est confondu avec D(R7+"). 

Pour prouver le théorème il reste à vérifier l’indéfinie dérivabilité de la 
fonction F x. Celle-ci découle de l’indéfinie dérivabilité de l’application 
x T(—x)® qui est immédiatement mise en évidence. 

On définit de façon analogue le produit de convolution Fx dans le 
cas où o et F appartiennent à d’autres espaces de fonctions de base et de 
distributions (cf. exercice 604, 605). 

Supposons maintenant que F € D'(R"), f € C’(R”). Montrons qu’on 
peut définir un produit de convolution FX f qui sera élément de l’espace 
D'(R"). Nous savons déjà que l’opérateur de convolution S(F), F € D'(R”), 
applique Â(R") dans É(R’). Il est possible de vérifier que cet opérateur est 
continu (voir exercice 604). D’autre part on peut généraliser l’opération - 
et la relation (12) aux distributions. Il s’ensuit que l’opérateur S(F) admet 


un prolongement continu (en Poccurrence S(F )) à l’espace C’(R") et 
applique ©’(R") dans ’(R"). Ceci est la deuxième définition de la con- 
volution. Représentons-la par la formule : 


(FX, p) = (, Fkp). (15) 

Remarque. Dans cette définition, les facteurs F'et f ne jouent pas un rôle 
symétrique. On aurait pu prolonger l’opérateur S(f): (R") + D(R") 

en un opérateur continu sur @’(R") (en l’occurrence S{f)')et définir Fxf 
comme l’image de F par l’opérateur prolongé. On aurait obtenu la formule : 


(FXf, p) = (F,fK9). (15°) 


On montre (voir démonstration du théorème S) que les formules (15) 
et (15) définissent la même distribution. 
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Citons une formule utile pour la convolution des distributions F et j : 
(FXS, p) = (FXF, D), (16) 


où FXf est le produit direct des distributions F et f (voir $ 4, chap. II), 
c’est-à-dire une distribution dans R°" définie par l’une des égalités équiva- 
lentes : 


(FxXfsa) = [F(x) [FO alx, ») dy) dx = 
Re Rr 


Or: [Fax ») dx) an 
Rr Rr 


et æ, la fonction g(x+y). La démonstration de cette formule est laissée 
au soin du lecteur (elle consiste à faire un changement de variables dans les 
intégrales contenant les distributions). 

Voici la « table de multiplication » de la convolution dans les principaux 
espaces fonctionnels : 


b hi | Du | SR) E(R") | LR) | SR) | D'(R) 
DR") D(R") sæ) | €) DR) | PER") É(R?) 
SR”) SR”) SR”) == SR”) | PER") ie 
&(R") É(R?) dE — ER") ou — 
G'(R7) D(R") S(R°) &(R?) É’(R°) S’(R?) D'(R") 
s'æ) | PER) | Pé(Rr) — S'(R”) _ == 
D'(R?) E(R?) — — D'(R?) — — 


Les traits signifient que l’opération de convolution correspondante n’est 
pas définie. Par PÉ(R") on a désigné le sous-espace de É(R") composé des 
fonctions croissant pas plus vite qu’un polynôme. Pour retenir cette table 
il faut savoir la règle suivante : le produit de convolution est défini si l’un 
au moins des facteurs est à support borné ; indéfiniment dérivable si l’un 
au moins des facteurs l’est ; à support borné si les deux facteurs le sont. 

Théorème 6. Les opérateurs de convolution commutent entre eux (si leur 
composition a un sens), avec les opérateurs de translation et avec les opéra- 
teurs de dérivation. 

Démonstration. Remarquons préalablement que la première proposition 
entraîne les deux autres. En effet, les opérateurs de translation et de dériva- 
tion sont des cas particuliers de l’opération de convolution. Plus exactement 
on a 

T(a)g = ÜaKky, (18) 


Okp — OO Xp. (19) 
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L'égalité (18) pour les fonctions de base y résulte de (13) : 
ëa px) = | (x —y)p(y) dy = p(x+a) = T(a) gx). 
Ra 


Pour les distributions œ à support compact, l’égalité (18) résulte de (15) et 
des égalités 0, — Ô_4, T(a) = T(—a) immédiatement vérifiables. 
L'égalité (19) se montre par récurrence sur |k|. Le lemme principal 
de cette démonstration, savoir la relation 0; = 0,0 x o se prouve comme (18). 
Ïl reste à vérifier que S( j1) S(f2) = S( f2) S( fi) si 1 ou f2 est à support 
compact. Supposons pour fixer les idées que f1=f€ ’(R"), f2 = F € D'(R") 
et vérifions que le diagramme 


L'(Rr) — ©), D'(Rr) 
S(S Lu ) 


LR) — © D'(R') 
est commutatif. 


Par définition, l’action de l’opérateur de convolution sur les distributions 
équivaut à la commutativité du diagramme 


DR") —— ER") 
S( ) S(F) 
DR) — 2 ER") 


laquelle résulte de (16), c.q.f.d. 

Le théorème de commutation des opérateurs de convolution admet une 
réciproque intéressante et utile. 

Théorème 7. Soit À un opérateur continu de D(R") dans CR”). Les 
propriétés suivantes de À sont équivalentes : 

1) À commute avec les translations ; 

2) À commute avec les opérateurs de dérivation ; 

3) À est un opérateur de convolution d’une distribution f € D'(R"). 

Démonstration. Le théorème 6 nous dit que 1) et 2) découlent de la 
propriété 3). Montrons que 1) résulte de 2). Soient € (R"), a€ R”, 
(ER. Considérons la fonction de variable réelle > T(—1ta) AT(ta)o à 
valeurs dans Z(R"). La dérivée de cette fonction par rapport à f se calcule 
immédiatement si l’on se rappelle de l’égalité 


LE T(a) = DT (ta) = T(ta)Da, (20) 


valable pour les opérateurs de translation dans ÂŸ(R”") et €(R?) (par D, on 
désigne la dérivée le long du vecteur a). Cette dérivée est de la forme 


[—T(-—1a) D,AT(ta)+T(-— ta) ADQT(ta)]y, 
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ce qui est nul, puisque À et D, commutent. Donc, la fonction considérée est 
constante. En identifiant ses valeurs pour f = 1 et f = 0, on obtient 
T(— a) AT(a)jg = A, d’où résulte 1). Etablissons maintenant la propriété 3) 
à partir de 1). Pour cela, nous remarquerons que la correspondance y 
+ Ap(0) est une fonctionnelle linéaire continue sur (R"). Désignons cette 
fonctionnelle par f. À partir de 1) on peut désormais déduire que Ag(x) = 
= T(x) 4p(0) = AT(x) p(0) = (f, T9) = FkpG). Donc 4 = S(f). 

Remarque. La proposition du théorème et sa démonstration se généra- 
lisent sans modification au cas où l’opérateur À agit de S’(R") ou €’(R") 
dans S’(R”). 

Ceci étant, la propriété 3) se formule ainsi : À = S(f), où f € S’(R") ou 
€ É'(R") respectivement. Il est un peu plus difficile de prouver que tout 
opérateur de ‘D(R") dans D(R"), commutant avec les translations, est de 
la forme S(f), où f € C’(R"). Donc, les opérateurs de convolution forment 
dans tous ces cas une famille commutative maximale. Cette propriété 
montre que la famille des opérateurs de convolution est similaire à la famille 
des opérateurs de multiplication par des fonctions. Plus bas nous verrons 
que cette ressemblance n’est pas fortuite : les deux familles se correspondent 
par une certaine transformation de l’espace. 


$ 2. Transformation de Fourier 


1. Caractères d’un groupe commutatif, Soit G un groupe commutatif. 
On appelle caractère de ce groupe un homomorphisme de G dans un groupe 
T, c’est-à-dire une fonction y sur G à valeurs complexes, de modules 1, telle 
que 

4x +7) = xx) 10). (21) 


Si G est un groupe topologique, alors le terme « caractère » désigne en 
principe un « caractère continu ». Nous conviendrons que tous les caractères 
étudiés sont continus sans le spécifier expressément. Si 71 et 72 sont des 
caractères du groupe G, il en est de même de leur produit %1%2 ; Si 4 est un 
caractère, alors 771 = y*) est aussi un caractère. Donc, l’ensemble des 
caractères du groupe G forme un groupe pour la multiplication ordinaire des 
fonctions. Ce groupe, noté G, s’appelle groupe dual de G. On fait de G un 
groupe topologique en définissant la convergence y, — y comme une con- 
vergence uniforme sur chaque compact K CE G. 

Exemple. Soit G = Z le groupe des entiers. Il est évident que chaque 
caractère y € G est défini par sa valeur sur l'élément générateur 1€ G 
(à ne pas confondre avec l’unité du groupe qui est 0). En effet, de (21) il 
vient 

#(n) = [XD] pourtousles ne Z. (22) 


+) La barre désigne comme toujours le conjugué complexe. 
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… La valeur (1) peut être un nombre quelconque z € T. Donc, l’ensemble 
G s’identifie dans ce cas au cercle T. 

Théorème 8. Le groupe Z est isomorphe à T. 

Démonstration. Nous avons déjà vu que l’ensemble Z s’identifie naturelle- 
ment à T. Montrons que cette correspondance est un isomorphisme de 
groupes topologiques. Désignons par 7- le caractère défini par la condition 
41) = z, zET. L'égalité %:%z = 4:72 montre que la correspondance 
z — 4- est un isomorphisme des groupes T et Z. Il reste à vérifier que cette 
correspondance est un homéomorphisme. Le groupe Z étant discret, tout 
compact de Z contient un nombre fini de points. Donc, la convergence 
dans Z est une convergence ponctuelle. L'égalité (22) montre que Lzn + Az 
siet seulement si 7.,(1) — #-(1), c’est-à-dire si z, — z, c.q.f.d. 

Théorème 9. Le groupe Test isomoprhe à Z. 

Démonstration. À tout n € Z correspond un caractère 7, du groupe T 
défini par 

4n(2) = 7", ZET. (23) 


Nous montrerons plus bas (voir aussi exercice 630) que T ne possède pas 
de caractères autres que ceux définis par la formule (23). Donc, la corres- 
pondance n — 7, établit l’équivalence des ensembles Z et T. L'égalité 
AnAm = Yn+m MOntre que cette équivalence est un isomorphisme de groupes. 
Il reste à vérifier que c’est un homéomorphisme d’espaces topologiques. 
Vérifions pour cela que l’ensemble T est discret. Ceci résulte de l’égalité 
max |Y,(z)— Yn(2) |? = max [2—2 Re z"-"| = 4 pour m Z n, c.q.f.d. 

z€ET zE 


On voit donc que les groupes Z et T sont duals. Ce fait est un cas parti- 
Culier du résultat suivant : 
Principe de dualité de L. Pontriaguine. Pour tout groupetopologique 


.commutarif localement compact G, l'application naturelle de G dans G qui à 
tout élément g € G associe le caractère f, sur G à l’aide de la formule 


fe(D = 8), 2€ 6, (24) 


-est un isomorphisme de groupes topologiques. 
Signalons que ce principe n’a pas toujours lieu pour les groupes topolo- 
_giques généraux (voir exercice 631). 
Théorème 10. Le groupe R est isomorphe à KR. 
Démonstration. À tout 1€ R associons le caractère 71€ R défini par la 
formule 
Aa(X) = e2rièx (25) 


Montrons que la formule (25) donne tous les caractères du groupe R. 
Soit Y€R. Supposons tout d’abord que x est une fonction dérivable. 
Alors en dérivant (21) par rapport à y, et en faisant y — 0, on obtient 
4x) = cyx), où c = y”(0). Cette équation différentielle admet une solution 
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unique vérifiant la condition initiale (0) = 1, savoir (x) = ex. La 
condition |4(x)| = 1 entraîne que c est imaginaire pur, donc # est confon- 
due avec l’un des caractères (25). 

Affranchissons-nous maintenant de la dérivabilité de 4. Un procédé 
est de considérer 4 comme un élément de ’(R) (voir exercice 627). Un 
autre est d’utiliser la technique de lissage. Soit o € (R). Alors la fonc- 
tion 4x est indéfiniment dérivable. D’autre part, cette fonction est pro- 
portionnelle à 4 (voir exercice 628) avec un coefficient non nul pour une 
fonction convenable œ (par exemple pour un terme assez éloigné d’une 
Ô-suite). Il s’ensuit que tout caractère du groupe R est une fonction indéfi- 
niment dérivable. 

Nous avons ainsi établi une correspondance biunivoque entre R et 


R:21- ta. L'égalité y1%1 = %1+, Montre que cette correspondance est 
un isomorphisme de groupes. Prouvons que c’est un homéomorphisme. Si 
Àn — À, alors 41, — 41 uniformément sur tout compact de R, ainsi qu’il 
résulte de la forme explicite de 71. Inversement, supposons que #1, + 71 
uniformément sur tout intervalle. Alors |#2,_à1(x) — 1| uniformément sur 
[O, 1]. Or 


sup |%2,-1(x)— 1] = sup |sin xz(,—2)x| — 
[0, 1] [0,1] 


1 pour |4,-À| = 


9 


sinz|A,—À| pour |4,—À]| = 


9 


De nl 


d’où il résulte que À, — 2, c.q.f.d. 
Remarque 1. Le groupe R est dual à lui-même au sens de Pontriaguine. 
Mais l’isomorphisme canonique R —- R n'existe pas (contrairement à 


l’isomorphisme R —- R). Notre choix de la correspondance À — e?xiix 
nous est dicté par la commodité de définition de la transformation de Fourier 
dans L2(R) et de la formule de Poisson (voir plus bas). On utilise souvent 
les correspondances À -- ex ou 1 er ix, 

Remarque 2. Nous sommes désormais en mesure de prouver la proposi- 
tion relative aux caractères du groupe T omise dans la démonstration du 


théorème 9. Soit 7€ T. Considérons les fonctions 100) = yet). Il est 
évident que 7. est un caractère du groupe R. Donc 71(f) = e?*# pour un 
À € KR. Comme 7:1(1) = (1) = 1, le nombre À doit être entier, d’où 41(5) — 
— etint, C'est-à-dire y(z) = 2". 

Nous laissons au lecteur le soin de prouver la proposition générale 
suivante dont les théorèmes 8, 9, 10 sont un cas particulier. 

Théorème 11. Soit G = R'XZEXT! un produit direct de groupes. Alors 
le groupe dual G est isomorphe à R'XZ!X'TK. 

Soit G un groupe commutatif localement compact de mesure invariante 
u. Pour toute fonction f € L1(G, u) définissons la ‘ransformée de Fourier 
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f par la formule 


FD = [fa du), ve. (26) 
G 


Donc, la transformation de Fourier envoie une fonction de G dans une 
fonction du groupe dual 

Exemples. 1) SiG = Z, alors la fonction f € L1(Z) est une suite bilatérale 
sommable {c,},ez. La transformation de Fourier associe à cette suite la 


fonction f(Z) = ÿ, c,z" sur T appelée parfois fonction génératrice de la 
nEZ 
suite {Che z. 
2) Si G =T, f € LalT, df), alors la transformée de Fourier de la fonc- 


tion f n’est autre chose que la suite des coefficients de Fourier de la fonction 
1 


L: Ca = fr) = [Je 2rint de. 
0 ” 

3) Si G=R, f € LR, dx), alors la transformée de Fourier de f est 

une fonction sur R, définie par l'intégrale de Fourier : f (À) = Î feriez dx. 
R 

Les propriétés fondamentales de la transformation de Fourier sur un groupe 
commutatif quelconque sont décrites par le 

Théorème 12. Soit G un groupe commutatif localement compact de mesure 
invariante u. La transformation de Fourier envoie l’espace L1(G, y) dans 


l’espace des fonctions bornées continues sur G. Ceci étant, le produit de 
convolution de fonctions se transforme en un produit ordinaire : 


(A kf) 9 = fi) fa, (27) 
l'opérateur de translation T(x), x € G, en l'opérateur de multiplication par le 
caractère f, € 6 (voir (24)) : 

(TO) D = ff (28) 


l'opérateur de multiplication par le caractère y € G en l'opérateur de transla- 
tion T(7*) (en écriture multiplicative de l'opération de groupe sur @) : 


MDI)" Ga) = TG Gi) = GA). (29) 


Démonstration. Soient y, — 7 dans G et f€ L1(G, u). Pour tout e — 0 
il existe un compact KC G, tel que | | f du = €. Par définition de la 
G\K 
topologie dans G les fonctions y,(x) convergent uniformément vers y(x) 
sur X. Donc, à partir d’un certain numéro rn(e), on aura |7,(x) — 4(x)| = € 
pour x € K. D'où 


Fr) FOI = [OI 09-2001 due) + 
K 
+ [17 (09 —209)l dut) < ef 11 +26. 
G\K 
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Nous avons prouvé la continuité de f. Que f soit bornée découle immé- 
diatement de la majoration de l’intégrale (26). Les égalités (27), (28) et (29) 
se vérifient par un calcul immédiat moyennant un changement de variables, 
c.q.f.d. 

2. Séries de Fourier. Le développement d’une fonction en série de Fourier 
est le cas le plus étudié de la transformation de Fourier sur un groupe com- 
mutatif (le groupe T en ce qui nous concerne). L'étude des séries de Fourier 
constitue un vaste domaine de la théorie des fonctions. Nous nous limitons 
ici aux faits essentiels, les plus importants pour les applications. 

Dans la suite, pour désigner la transformée de Fourier d’une fonction 
fsur T, au lieu de la notation f (7) on se servira de la notation plus classique 


Cn — fn) —= | fce-vrin dt. 
0 


Théorème 13. Za transformation de Fourier est un opérateur unitaire de 
LT, d”) dans L:(Z). 

La démonstration découle de la proposition de l’exercice 531 qui dit 
que les fonctions y,(?) = e?*i"" forment une base orthonormée dans La(T, df) 
et du calcul des transformées de Fourier correspondantes. Si par e, on 
désigne la suite bilatérale qui contient l’unité à la n-ième place et zéro 
partout ailleurs, alors cette suite sera exactement la transformée de Fourier 
de la fonction 7,. Comme {e,},.z est une base orthonormée dans L:(Z), 
la transformation de Fourier est unitaire (voir exercice 561). 

Ce théorème est un cas particulier du fait général suivant : 

Soient G un groupe commutatif compact, G, le groupe discret dual de G 
(voir exercice 625). On admettra que les mesures invariantes pu et à définies 
sur ces groupes sont normées par les conditions : 


u(G) = 1, A&(X)= card X*X pour XCG. 


Alors la transformation de Fourier est un opérateur unitaire de L:(G, u) 
dans L(G, à). 

Ïl existe de nombreux résultats sur les liens de l’indéfinie dérivabilité 
de la fonction f sur T avec la rapidité de décroissance de ses coefficients 
de Fourier (voir, par exemple, exercices 645 à 648). La déduction de ces 
résultats repose essentiellement sur le 

Théorème 14. L'opérateur de dérivation se transforme par la transforma- 
tion de Fourier en un opérateur de multiplication par la suite {2zin},e 7. 

Démonstration. Soit f € CT) ; alors les coefficients de Fourier c! de 
Ja dérivée de la fonction f se calculent par une intégration par parties: 


1 1 1 
= [fer tin de = e-tinf(n| — [ f(D de tint = 2xinc,. 
0 IO 0 


1 
où c, = | f(e-*rit dt sont les coefficients de Fourier de f, c.q.f.d. 
0 
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Généralisons maintenant la transformation de Fourier aux distributions 
sur T. Soit fE C’(T). Il est naturel d’appeler transformation de Fourier de 
la distribution f la collection de coefficients c, = < f, e—?7int\, 

On dira qu’une suite bilatérale {c,}<7 est lentement croissante (ou est 
une suite à croissance lente) si c, = O(n*) pour un k. Désignons par P(Z) 
Pespace des suites lentement croissantes. 

Théorème 15. La transformation de Fourier définit un isomorphisme des 
espaces C'(T) et P(Z) qui au produit de convolution fait correspondre un 
produit ordinaire, à l’opérateur de translation T(f), l’opérateur de multiplica- 
tion par la suite {e?"i"'}, à l'opérateur de dérivation par rapport à t, l’opérateur 
de multiplication par la suite {2nin}, à la multiplication par le caractère 
etikt, yne k-translation. 

Démonstration. Ces propriétés ont déjà été démontrées pour les distri- 
butions régulières. Il reste à se rappeler que toute distribution sur T est 
une somme finie de dérivées d’un certain ordre de fonctions régulières. 

Voyons maintenant comment calculer une fonction f si l’on connaît 
sa transformée de Fourier {c,},67. Si f € La(T, df), nous savons 


JO = À cnesint, (30) 
ne Z 


La série du second membre converge dans l’espace LA(T, df). Si les coef- 
ficients c, décroissent assez rapidement, cette série converge dans un sens 
plus fort. Par exemple, si c, — O(n-#) pour tous les k = 0, alors la série 
converge pour la topologie de l’espace É(T). Le problème de la convergence 
de la série de Fourier occupe une place importante en théorie des fonctions. 
Nous ne nous attarderons pas sur les problèmes (parfois complexes) sus- 
ceptibles d’apparaître. 

Comparons la formule (30) avec la définition de la transformation de 
Fourier sur le groupe Z : 

{cs} — ». Ce ?tint, 


ne Z 


Nous voyons que ces transformées se déduisent l’une de l’autre par 
une composition avec une transformée sur T ou sur Z : 


{un} = {en où fO=/f(-6). 


Définissons la transformation réciproque de Fourier pour la composition 
de la transformation ordinaire (ou directe) de Fourier et de la transforma- 
tion ‘. On a le principe général : la transformation directe et la transfor- 
mation réciproque de Fourier sont des opérateurs réciproques. L’énoncé 
exact de ce principe avec l'indication des classes de fonctions correspondan- 
tes sur G et G dépend du caractère du groupe G. 

3. Intégrale de Fourier. La transformation de Fourier d’une fonction 
sur la droite réelle est définie par l’inrégrale de Fourier : 


(À) = f fer 2rix dx. (31} 
— ($) 
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On rappelle qu’au numéro 2 nous avons introduit la notion de trans- 
formation réciproque de Fourier : 


FO) = [ ropeni dx. G2) 


Théorème 16. Les transformations directe et réciproque de Fourier sont 
des transformations mutuellement réciproques de l'espace S(R). 

Démonstration. Montrons que l’espace S(R) s’applique dans lui-même 
par les transformations (directe et réciproque) de Fourier. En effet, comme 
fES(R) et que toutes ses dérivées sont sommables et tendent vers zéro 
à l'infini, une intégration par parties nous donne 


(FA) (2) = Qri2}* f (A). (33) 


Les fonctions x*f(x) étant sommables pour tout k, la dérivation de la 
formule (31) par rapport à À nous donne 


FO = [f(—2mix)]" (34) 


En désignant la transformation de Fourier par F, on peut écrire (33) ct (34) 
sous forme des relations de commutation 


ED* = MYF, F(—M} = D'F, (35) 
FDF-1 = M, FMF-1 =D, (36) 


où D désigne l’opérateur de dérivation d/dx, M, l’opérateur de multiplica- 
tion par 2xix. La famille de semi-normes définissant la topologie de S(R) 


est 
paf) = sup |xkfO(x)|. 
xe€R 


Le théorème 29 du chap. IT nous dit que cette famille est équivalente à 


pa(f) = Î |x{fO(x) | dx. 


R 


Majorons la semi-norme pA(f) par la semi-norme p;,(f). Remarquons 
pour cela que pu(f) = (2x7) po M*DŸ), pa(f) = (2x) po M* D"). 
D'autre part, la majoration de l’intégrale (31) donne po(f) = po f). D’où 


pat) = (27)-# po MED) = (2x)-# poo(( DM)" ). 
Ïl reste à permuter les opérateurs DF et M! pour obtenir la majoration annon- 
cée. D’après la formule de Leibniz on a 


; min S D 
DM! = 


j=0 


kUT! ; 
REED CN MODE. En 


Nous avons démontré la continuité de l’application F. La continuité de 
la transformatiom) réciproque de Fourier F se prouve exactement de la 
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même manière à l’aide des relations de commutation 


FD* =(—MYE, EME = DKF (35°) 
où 
ED(F)" =-M, EM(F) 7" = D. (36’) 


Considérons maintenant la composition des transformations F et F. 
Des relations (36 et 36”) il vient immédiatement que cette composition com- 
mute avec les opérateurs D et M. 

Lemme. Tout opérateur continu dans l'espace S(R) commutant avec 
l'opérateur M est un opérateur de multiplication par une fonction quelconque. 

Démonstration. Supposons qu’un opérateur À de S(R) commute avec M. 
Alors il commute avec l’opérateur de multiplication par un polynôme 
quelconque. Montrons que pour toute fonction € S(R) et pour tout 
point a€ R, la valeur Aç(a) dépend seulement de (a). En effet, si o1(a) = 
— pa(a), la différence œ1(x)—2(x) est nulle en a, donc est de la forme 
(x—a)y(x), où y € SR). Par suite, Api(x) = A[p2+(x—a)y] = Apax) + 
+(x—4a) Ay(x), puisque À commute avec la multiplication par x—a. D'où 
Apa(a) = Apa(a), ce que nous voulions. Donc, pour tout point a€R il 
existe un nombre f(a) tel que Ao(a) = f(a)œ(a) pour tous les o € S(R). 
Donc 4 = M(f), c.q.f.d. 

Remarque. La démonstration effectuée ne nous permet de faire aucune 
conclusion quant à la structure de la fonction f. Mais nous savons que pour 
toute fonction ® € S(R), la fonction fœ appartient aussi à S(R). D'où il 
résulte que f' est indéfiniment dérivable. 

Revenons à la démonstration du théorème. D’après le lemme prouvé, 


les opérateurs FF et FF sont des opérateurs de multiplication. De plus, on 
a la relation 
DM(f)-M(f)D = M(f”), 


qui découle de la règle de Leibniz. Donc, l’opérateur M(f) commute avec 
l’opérateur D si et seulement si f” = O0, c’est-à-dire f = const. Ceci montre 
que les opérateurs FF et FF sont scalaires : FF = C1, FF = C2. Pour 
achever la démonstration du théorème il reste à vérifier que C1 = C2 = 1. 
Ceci résulte, par exemple, du calcul de la transformée de Fourier d’une 
fonction quelconque de S(R) (voir exercice 668). 

Théorème 17. J/ existe un opérateur unitaire dans L:(R, dx) dont la 
restriction à l’ensemble L:(R, dx){\L1(R, dx) est confondue avec la trans- 
formation de Fourier. (Cet opérateur sera désigné dans la suite par la même 
lettre F que la transformation directe de Fourier.) 

En particulier, toute fonction f € S(R) est justiciable de la formule de 


Plancherel : : 
Lac, do) = TP rie da). (38) 


Démonstration. Du théorème (16) et des propriétés générales de la trans- 
formation de Fourier (voir n° 1), il vient que la transformation de Fourier 


8 
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transforme la multiplication en un produit de convolution : 

AP = fie. (39) 
Appliquons cette égalité au cas particulier où f1(x) = f(x), f(x) = f(x). 
Il vient f (À) = f fOde-?rix dx = f(—)À). Donc (39) nous donne 


[ifCPe x ax = | F0) du. 


En faisant À = 0 et en remplaçant — u par À on obtient (38). Comme S(R) 
est dense dans L:(R, dx), de (38) il s’ensuit que l’opérateur F admet 
un prolongement unitaire unique de S(R) à L2(R, dx). Il reste à vérifier 
que ce prolongement est défini par l’intégrale (31) sur le sous-espace 
L = L:(R, dx)fLAR, dx). Supposons que ® € L, , € SÛR) et y, — au 
sens de chacune des normes de L2(R, dx) et L1(R, dx). Alors &, + & uni- 
formément et ®, — Fo au sens de la convergence dans LR, dà). Ceci 
entraîne la convergence presque partout d’une suite partielle &g,, vers 
Fy. D'où Foy = ®, c.q.f.d. 

Remarque. Le théorème 17 est un cas particulier de la proposition géné- 
rale : si G est un groupe commutatif localement compact de mesure inva- 
riante bi il existe une mesure invariante à sur le groupe dual G et un opéra- 
teur unitaire F: L:(G, u) — L:o(G, à) dont la restriction à L:(G, )N 
MN LG, u) est confondue avec la transformée de Fourier. 

De même que dans le cas du cercle, la dérivabilité indéfinie de la fonc- 
tion f sur la droite est liée à la décroissance à l’infini de sa transformée de 
Fourier f. Le groupe R étant autodual on a la proposition duale : la dé- 
croissance à l'infini de la fonction f est liée à l’indéfinie dérivabilité de f. 
Voici une forme de l’énoncé exact. 

Théorème 18. S7 une fonction f est sommable sur R avec toutes ses dérivées 
jusqu’à l’ordre k, alors f vérifie la majoration 


FO] = O(+1A)E. 


Si la fonction (1+]x|)£ f(x) est sommable sur R, alors la fonction 
admet des dérivées bornées continues jusqu’à l’ordre k. 

La démonstration résulte des relations de commutation (35). (Nous 
laissons au lecteur le soin de s’assurer que ces relations restent valables si 
l’on se place dans les conditions du théorème 18.) 

La condition de décroissance rapide à l'infini lorsque G = R peut être 
formulée de diverses manières. La condition la plus forte consiste à exiger 
que la fonction / soit à support borné. Il se trouve que cette condition entraîne 
l’analyticité de la fonction j sur le plan complexe C renfermant la droite R. 

Théorème de Paly-Wiener. Les transformées de Fourier des éléments de 
l’espace L:(] — a, af) (traité comme un sous-espace de LA(R, dx)) sont toutes 
les fonctions analytiques entières g(À), possédant les propriétés suivantes : 

1) |g()| < Ce? ml, où la constante C dépend de la fonction g ; 

2) la restriction de g(À) à R appartient à L:(R, d)). 
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Démonstration. L'intégrale (31) définissant la fonction f pour 
FE L:(]— a, al) converge pour tous les À€ €. Un calcul immédiat nous 
montre que f(À) est dérivable par rapport à la variable complexe À, donc 
est une fonction entière. 

La nécessité de la condition 1) résulte de la majoration 


F1 =| f toe-vi dx) = 


| —a 


a 
Î | f(x) e27 ReG29 x, 
—a 


celle de la condition 2), du théorème 17. 

Montrons la suffisance de ces deux conditions. La restriction de g à 
R appartenant à L:(R, dÀ), il existe une fonction f € L:(R, dx) telle que 
g = f. une tout d’abord que g(À) décroît assez vite à l’infini : 


a |Im À 


a |Ire À 
|g(4)| = A - Alors g(À) est sommable sur R et f peut être exprimée 
en fonction de g par la transformation réciproque de Fourier : 


fo) = Î g(A)e?rix 1. 


D’après le lemme de Cauchy, le contour d’intégration peut être déplacé 


dans le domaine complexe : f(x) — Î g(A+ibjeit+) x. Soit x = a. 
ve era —2) 
EEE 
l'intégrale qui nous intéresse tend vers zéro. Comme la valeur de cette 
intégrale ne dépend pas de b, il vient f(x) = 0 pour x — a De façon 
analogue, en faisant tendre b vers — =, on obtient f(x) — 0 pour x < —a. 
Il reste à nous affranchir de la condition de décroissance de g(À) à l'infini. 
Soient y € D(R) et supp y € [—e, e]. Alors la fonction &(1) décroît rapide- 
ment à l'infini et vérifie la majoration |ÿ(4)| = Ce?” lIm 4] d’après la partie 
du théorème qui a été démontrée. Les raisonnements précédents liés à la 
substitution de a+e à a s'appliquent à la fonction g1(4) = g(4) &(4). Donc, 
la fonction fi(e) = f xp appartient à La(]—a—e, a+el). D'où l’on déduit 
sans peine que f € L2(]—a, af), c.q.f.d. 

4, Transformation de Fourier des distributions. Soit f € €’(R). L'intégrale 
définissant la transformation de Fourier de la fonction f peut être traitée 
comme la valeur de la distribution f sur le caractère 71 € C(R) : 


FO) = (F, x). (40) 


On peut donner une définition plus large de la transformation de Fourier 
en s'inspirant du schéma décrit au n° 5, $ 3, chap. III. Si f € L1(R, dx), 
p € S{R), alors 


he) = [ fe-2raf(o) pt) dx dà = (f, 6). 
R KR 


Alors pour b= 0 l’intégrant est majoré par et, par suite, 
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Le second membre de cette égalité a un sens pour f € S’(R). Ceci nous 
suggère de définir la transformation de Fourier dans l’espace S’(R) par la 


formule : 

(Jp) = (S,$), pES(R). (41) 
Si fE C’(R), cette définition est équivalente à celle donnée par la formule 
(40). 


Théorème 19. Les transformations directe et réciproque de Fourier sont 
des opérateurs continus mutuellement réciproques dans S’(R). 

La démonstration découle immédiatement de la formule (41) qui 
prouve que dans S’(R) la transformation de Fourier est un opérateur adjoint 
de la transformation de Fourier dans S(R). 

La transformation de Fourier des distributions possède les propriétés 
fondamentales de la transformation de Fourier des fonctions : elle trans- 
forme le produit de convolution en multiplication ordinaire, la translation 
en multiplication par un caractère, la multiplication par un caractère en 
translation, l’opérateur de dérivation à coefficients constants en opérateur 
de multiplication par un polynôme. 

Remarque. La transformation de Fourier des distributions de D’(R) 
peut aussi être définie par la formule (41). Cependant, les images par cette 
application ne seront plus les distributions des classes que nous connaissons 
déjà. On montre que l’image de Ÿ(R) par la transformation de Fourier est 
un espace de fonctions analytiques g(À) qui pour tout Net des Cet R 
convenablement choisis, admettent la majoration 


gT < CA+ 


Les transformées de Fourier des distributions de Ÿ’(R) sont des fonction- 
nelles linéaires sur cet espace. 

Exemple. La distribution régulière f(x) = e** admet pour transformée 
de Fourier la fonctionnelle linéaire 


(8) = + [ e"#g() da, 


C 


où l'intégrale est prise le long d’un contour C dans le plan complexe À. 
On peut prouver certaines propriétés intéressantes des distributions 
par un procédé purement algébrique en utilisant les relations de commuta- 
tion de la transformation de Fourier avec les opérateurs de translation et 
de multiplication par un caractère. Un exemple nous est fourni par la 
formule suivante de sommation de Poisson. 
Théorème 20. Pour toute fonction @ € S(R) on a 


2,90 = 66) (42) 


Démonstration. L'égalité (42) revient à affirmer que f = f où f = 
= Ÿÿ Ôô(x—-k). La distribution f possède les propriétés suivantes : 
KEZ 
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1)T (1) f = f, 2) M(D f = jf, où T(1) est une 1-translation, M(1), l'opérateur 
de multiplication par %1 = e**, Les propriétés 1) et 2) se transforment 
l’une en l’autre par la transformation de Fourier (voir exercice 708). Mon- 
trons que j est définie par ces propriétés à un facteur multiplicatif constant 
près. En effet, de la propriété 2) on déduit immédiatement que le support 
de f est contenu dans Z, et qu’en chaque point de ce support, f admet un 


ordre nul. D’oùf = ÿ cxô(x—k). De la propriété 1) il s’ensuit maintenant 
K'EZ 


que tous les coefficients c; sont égaux entre eux et f = c ÿ ô(x—k). Il 
kKEZ 


reste à calculer la constante c. L'égalité f = f montre que c? = 1. Comme 
S(R) contient des fonctions positives dont la transformée de Fourier est 
positive, le cas c = — 1 est impossible, c.q.f.d. 

Remarque 1. On peut affaiblir de façon substantielle la condition 
p ES(R). Il suffit par exemple que y et $ admettent une majoration de la 
forme O(|x|-1re). 

Remarque 2. La formule de Poisson est un cas particulier d’une proposi- 
tion plus générale. Soient 


O—+Go-G-—G1-0 
une suite exacte de groupes commutatifs localement compacts, 
0-Go—-G+-Gi+-0 


la suite duale. Si les mesures invariantes uo Sur Go et ü1 Sur G sont con- 
venablement choisies on a alors 


[SC duo) = | FC) du). 
CA Fe 


CHAPITRE 5 


THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS 


$ 1. Calcul fonctionnel 


1. Fonctions opératorielles dans un espace de dimension finie. Les opéra- 
teurs linéaires peuvent être traités comme la généralisation de la notion 
de nombre. En dimension un, ces deux notions sont confondues. Mais 
dès la dimension deux on voit apparaître des différences dont la plus impor- 
tante est la non-commutativité de la multiplication pour les opérateurs. 
Néanmoins, de nombreuses propriétés des nombres sont valables lorsqu'on 
passe aux opérateurs dans des espaces à plusieurs dimensions. L’une de 
ces propriétés est la possibilité d’utiliser les opérateurs comme arguments 
de fonctions. L’étude de ces fonctions opératorielles constitue l’objet 
du calcul fonctionnel opératoriel. Nous nous limiterons aux fonctions à 
une variable, ce qui nous affranchira des difficultés dues à la non-commuta- 
tivité*). Dans ce numéro nous étudions une fonction opératorielle dans 
un espace de dimension finie. 

Soit À un opérateur linéaire dans un espace vectoriel L de dimension 
finie sur un corps K = R ou C. Les fonctions opératorielles les plus simples 


sont les polynômes. Si p(x) = Ÿÿ cxx*, il est naturel de définir p(A) par 
k=0 


l'égalité 


p(A) = À cxd, @) 


en convenant que À° = 1 (l’opérateur identité). La dernière condition est 
nécessaire à la réalisation de l'égalité 


(A1P1+42p2) (4) = A1p1(4)+2op2(A), (pipe) (A) = pi(A)pa(A), (2) 


qui exprime le fait que l’application p -—- p(A) est un homéomorphisme de 
l'algèbre des polynômes dans l’algèbre des opérateurs. 


*) Une variante du calcu lfonctionnel non commutatif est accessible dans l’ouvrage 
de V. Maslov [13*]. Une autre dans la théorie des représentations des groupes matriciels. 
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Une autre classe de fonctions plus vaste est la classe des fonctions ration- 
nelles. Si r(x) = p(x)/q(x), où p et g sont des polynômes, alors nous défi- 
nissons r(4) par la formule 


r(4) = p(4)g(A)* = q(4) *p(4). (3) 


Cette définition a un sens si seulement g(4) est un opérateur inversible. 
En dimension finie, l’inversibilité de g(A) est équivalente à la condition 
det g(4) = 0. 

Le cas le plus important est la résolvante de l’opérateur À qui est définie 


par la formule 
RAA) = (A—À:-1)-1 = r;(A), (4) 


où rx) = 1/(x—-À). 

La correspondance r--r(4) est un homomorphisme d’une sous- 
algèbre du corps des fonctions rationnelles dans l’algèbre des opérateurs. 
On vérifie que cette sous-algèbre est constituée de toutes les fonctions ration- 
nelles dont les pôles sont situés en dehors du spectre (c’est-à-dire l’ensemble 
des valeurs propres) de l’opérateur 4. 

Jusqu’ici nous n’avons pas fait usage de la topologie. Supposons mainte- 
nant que L est un espace normé, par conséquent, l’ensemble des opérateurs 
de L est muni aussi d’une norme. Nous pouvons alors définir une fonction 
analytique entière de l’opérateur À avec la formule 


f(4) = X x’, (5) 


K=0 
si f(x) = > cLX*. En effet, si f est une fonction entière, alors la série 


D 


numérique à c«||A|* est convergente. D’où il résulte que la suite des 
K=0 


sommes partielles de la série (5) est fondamentale, donc admet une limite 
dans l’espace des opérateurs dans L. 

Exemple. Calculons e‘4, où À est l’opérateur de rotation de 90° dans 
R?, 7, un paramètre réel. Comme 4? = — 1, la série de e'4 s’écrit 


{” ap | 4 5 
A 144 + lt A 


d’où e‘4 = cos f-1+sin f-4. Cette égalité s’écrit sous la forme matricielle 


( (® 1 ( cos # “At 
exp = : 
—t 0 — sin { Cost 

Supposons maintenant que l’espace des polynômes ou des fonctions 
analytiques entières est muni d’une norme pour laquelle l’application 
fr f(A) est continue. Alors cette application se prolonge par continuité 


à la complétion de l’espace des polynômes ou des fonctions entières pour 
cette norme. 
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Exemple. Supposons que l’opérateur À est défini par une matrice diago- 
nale dont les éléments diagonaux sont des nombres réels appartenant à 
l'intervalle [a, b]. Alors la correspondance f-- f(4) est continue pour la 
norme de Cf[a, b], et, par suite, on peut définir / (A) pour toute fonction 
continue sur [a, b|]. 

En dimension finie, le problème de savoir quelles fonctions de l’opérateur 
À ont un sens est entièrement résolu de la manière suivante. Soient A1. ..., À 
une collection de nombres complexes, 711, ..., n, une collection de nombres 
naturels. Définissons sur l’espace des polynômes la semi-norme 


PA, .. Àz: Moooes nf) — Max Max | f(2;) là (6) 
1<j<k 0<m<n} 

Si À est un opérateur dans un espace vectoriel complexe de dimension finie 

ZE, on désignera par p4 la semi-norme dans l’espace des polynômes : 


PACS) = || f(4)]1. 


Théorème 1. Soit À un opérateur dans un espace vectoriel complexe de 
dimension finie, 1, ..., x, les zéros du polynôme de plus petit degré annulant 
lopérateur À, n1, ..., nr, la multiplicité de ces zéros. Alors les semi-normes 
Pan... mm €l DA sont équivalentes. 

Démonstration. Soit L l’espace des polynômes, Zs, le sous-espace des 
polynômes admettant au point À; une racine de multiplicité = n;, 
j = 1,2, ..., k. Les semi-normes mentionnées dans le théorème annulent 
l’espace Zo et engendrent des normes sur l’espace quotient Z/L4. Le dernier 
espace étant de dimension finie, deux normes quelconques y sont équi- 
valentes. 

Corollaire 1. S? À est un opérateur de valeurs propres simples, l'expression 
f(A) a un sens pour toute fonction continue f. 

Corollaire 2. S7 À est un opérateur dans un espace de dimension n, l'expres- 
sion f(À) a un sens pour toute fonction n — 1 fois dérivable. 

2. Fonctions d’opérateur auto-adjoint borné. Soit À un opérateur auto- 
adjoint borné dans un espace hilbertien À sur un corps K = R ou C. On 
se propose de définir f (4) pour toute fonction borélienne f sur l’intervalle 
[—a, a] où a = || A]]. 

On rappelle que le spectre de l'opérateur À est l’ensemble o(4) € € 
composé de tous les À € C pour lesquels l’opérateur 4—À-1 n’est pas inver- 
sible. Le complémentaire de o(4) dans C s’appelle ensemble résolvant et 
se note 0(4). Donc, la résolvante de l’opérateur À : r:(4) = (4—21)71 
est définie pour À € o(A). 

Théorème 2. Le spectre d’un opérateur borné est un sous-ensemble com- 
pact non vide dans C. 

Démonstration. Si || — || A]||, alors l’opérateur 4—2:1 admet un 
opérateur réciproque r;(4) défini par la série : 


AA) = X ATHLAR, (7) 
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Donc o(4) est contenu dans le disque |À) < || All. Si en un point À € C 
existe la résolvante r1,(4) = B, alors la série 


r(A) = > (A— 20) Bk+1 (8) 


converge dans le disque de rayon ||B||"1. 

Ceci montre que l’ensemble résolvant o(4) est ouvert, donc que o(4) 
est un compact. Nous avons établi incidemment que la norme de la résolvan- 
te admet la minoration suivante : 


(A) = d(à, o(4)) 1 = (min a- n) ©) 


Il reste à prouver que le spectre n’est pas vide. Supposons par absurde 
que o(4) = @. Alors la résolvante r:(4) est une fonction analytique entière 
de 1€ C. La formule (7) montre que |[|r1(4)|| — O0 pour À, Donc 
lr1(4)|] est bornée sur le plan complexe tout entier. Quels que soient les 
vecteurs x et y de H la quantité (r1(4)x, y) est une fonction analytique entière 
de À qui tend vers zéro à l'infini. D’après le théorème de Liouville cette 
fonction est identiquement nulle. Donc r;(4) = 0, ce qui est impossible, 
c.q.f.d. 

Voyons maintenant comment change le spectre de À lorsqu’on transfor- 
me l’opérateur A. 

Théorème 3. 1) Soit r(x) une fonction rationnelle ne possédant pas de pôles 
dans le spectre de l'opérateur À. Alors l'opérateur r(A) est défini et son spectre 
est décrit par la formule 


o(r(4)) = r(e(4)) = {r(): 2€ o(4)}. (10) 
2) Le spectre de l’opérateur dual 4” est relié à celui de A par la relation 
o(4*) = 0(4) = {4, À € o(4)}. (11) 


Démonstration. Supposons que r(x) = p(x)g(x)"1, où p et g sont des 
polynômes premiers entre eux. SI U,..., Um SOnt les zéros de p(x), 
À1s + ++» An, Ceux de g(x) (compte tenu de Jeur multiphicité), alors r(x) — 


= C Il (x—0:) Il (x—B;)"1. D'où r(4) = cI] (A—«;1l) Ïl r8(A). Supposons 


que Ft € o(À) ct u = r(À). La fonction rationnelle r(x)—u s’annulant 
pour x = À son numérateur admet À pour racine, donc contient le facteur 
x— À. Par suite, l’opérateur r(4)—u-1 renferme comme facteur l’opérateur 
non inversible À — À-1 et par conséquent est lui-même non inversible. Donc 
u € o(r(4)). Nous avons prouvé l'inclusion r(o(4)) € o(r(4)). 

Inversement, soit u € o(r(4). Mettons la fonction rationnelle r(x)—u 


sous la forme dufproduit c ÎT @-0) Le —B;)" 1, Si tous les «; apparte- 


naient à p(4), alors l’opérateur HA)— u-1 admettrait pour opérateur 
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inverse l’opérateur c7! [] re:(4) IT (4—B;-D, ce qui est absurde. Donc, 
il j=1 


l'un des nombres «; appartient au spectre de 4. Mais alors r(x;)—u = 0, 
c’est-à-dire u € r(o(4)). Nous avons démontré la proposition 1). La proposi- 
tion 2) découle de l'égalité (471)* = (4°)-1, qui entraîne 


r,(4°) = r:(4)". 


Théorème 4. Soit À un opérateur auto-adijoint. Alors 
1) le spectre de À est situé sur l'intervalle [—]|| 411, || 411]; 
2) pour toute fonction rationnelle r, dont les pôles sont extérieurs à o(A), 


on a | 
IrCA)IT = max r(2)1. (12) 
2€ o(4) 


Démonstration. Soit À un nombre non réel. Montrons que r:(4) existe. 
L'opérateur 4—711 ne possède pas de noyau, puisque si x est un vecteur 
unitaire de ker(4—À1), alors À = (Ax, x) = (x, Ax) = À, ce qui est faux. 
D'autre part, l’image de l’opérateur A—À1 est dense dans H, puisque 
im (4—À1): = ker (4—21)* = ker(4—À1) = 0. Montrons que l’opérateur 
(A—21)71 défini sur im(4— 21) est borné. Soit À = «+16, «, B£€R. Alors 


IC4—ADx|fP = ((4—ax—i8x, (4A—al)x—iBx) = 
= NGA-al)x | + PIX = BIXTE. 


D'où ||4—11/["1< 6" et r(4) s'obtient par prolongement par continuité. 
(En effet, on peut vérifier que cette minoration entraîne que im (4—À1) = H.) 
Donc, o(4) est contenu dans la droite réelle. La proposition 1) résulte 
maintenant de ce que o(4) est situé dans un disque de rayon || A|| (voir 
démonstration du théorème 2). 
Commençons la démonstration de la proposition 2) pour le cas où 
r(x) = x. Alors 2) se ramène à l'égalité 


AIT = sup{làl: À € o(4)}. (13) 


La quantité du second membre s’appelle rayon spectral de l'opérateur À et 
se note r(4). On a le 
Lemme. Pour tout opérateur borné À on a 


r(4) = lim |j4"|f/"; (14) 
si À est un opérateur auto-adjoint, alors r(A) = || 4||. 


Démonstration. L’existence de la limite du second membre de l’égalité 
(14) résulte des propriétés générales des suites sous-additives (voir exercice 
725). D'autre part, le développement de la résolvante en série de Laurent 
au voisinage d’un point infini est donné par la formule (7). D’après la 
formule d’Hadamard, le rayon de convergence de cette série (visiblement 
égal à r(4)) est relié aux coefficients de la relation (14) cherchée. (Nous 
utilisons ici la formule d’Hadamard pour une fonction analytique opérato- 
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rielle. Il est immédiat de vérifier que cette formule vaut intégralement 
pour ce cas.) Pour tout opérateur À on a 


* _ x _ (Ax, AY) [2 
|| À A || on sup (A AX, }) — SUP xl lyil — IA |] L 
En particulier, pour l’opérateur auto-adjoint À : || 4?|| = |! A|?. Donc 
LA?! = || 41[?" et par suite lim || A4"|[4/7 = || 4, c.q.f.d. 


Revenons à la démonstration de la proposition 2) dans le cas général. 
Soit B = r(4). Alors B* = F(4) (par F on désigne la fonction F(z) = r(2) ; 
on vérifie immédiatement que 7 est une fonction rationnelle dont les coeffi- 
cients sont conjugués complexes de ceux de r). En appliquant la proposition 
déjà prouvée à l’opérateur auto-adjoint B*B = |r|?(4), on obtient 


BI? = ]|B*B|| = r(B°B) = sup (u) = sup [r()P 
à € o(B*B) 2€ o(4) 


(la dernière relation résulte de la proposition 1) du théorème 3), c.q.f.d. 
Corollaire. Dans un espace hilbertien H, il existe pour tout opérateur 
auto-adjoint À un homomorphisme continu unique @ de l'algèbre C [—a, a], 
où a = || A|l, dans l'algèbre des opérateurs bornés dans H, possédant les 
propriétés suivantes : 
1) o(1) = 1 (dans le premier membre 1 représente la fonction identique- 
ment égale à 1, dans le second, l'opérateur identité dans H)) ; 


2) ef) = af) ; 


3) p(x) = À ; 
4) p(f)1 = [ff [lct-a, ai. 
De plus, 


5) si AB = BA, alors g(f) B = Bof). (Une autre déduction de cette 
proposition est accessible dans les exercices 748, 749.) 

Nous allons maintenant prolonger l’homomorphisme œ à l'algèbre 
B[-—a, a] des fonctions boréliennes bornées sur l'intervalle [—a, al]. 

Théorème 5. Soit À un opérateur auto-adjoint borné dans un espace hil- 
bertien H. Il existe un homomorphisme unique ® de l'algèbre B[—a, a] des 
fonctions boréliennes bornées sur l'intervalle [— a, a] où a = || A]||, possédant 
les propriétés suivantes : 


1) …(1) = 1 ; 
2) p(x) = À ; 


3) si f(x) = C et f\(t) —+ f() en tout point t € [—a, a], alors q{ f,) — o(f). 
L’homomorphisme o possède de plus les propriétés : 


4) (f) = g(f)" : 
5) Ip(P}l = sup| SE 1€ [—a, al ; 
6) a(f)B = Bo(f) pour tout opérateur B commutant avec À. 
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Démonstration. L’homomorphisme œ est déjà défini sur l’ensemble 
C[-a, a]. Les fonctions boréliennes s’obtiennent à partir des fonctions 
continues par des passages à la limite ponctuels ; ceci entraîne l’unicité de 
lhomomorphisme cherché y. Prouvons son existence. Soient x, y € H. 
Définissons une fonctionnelle linéaire F,,, sur C[-—a, a] par la formule 


FAP) = (p(S x, y). (5) 


Comme [F,,(f)1 = p(f)IT x IT Ty < I cr-2, a 1x1] llyl, alors 
F,,, est une fonctionnelle continue dont la norme est ={||x||||y||. Il 


existe donc une charge borélienne »., , sur [— a, a], telle que 
Ps, (SJ) = [fo dvx, »Q), (16) 


de plus Var,» = ||x||||y||. Supposons maintenant que f est une fonction 
borélienne bornée sur l'intervalle [—a,a]. La quantité Bf(x, y) — 


— Î FO) dvx, ,(?) dépend linéairement de x, antilinéairement de y et vérifie 
la majoration [Bf(x,y)l= sup [f(A111x|11ly1l. D'où il résulte qu’il existe 
f 


€ [—-a, a) 
un opérateur borné o(f) tel que Bf(x, y) = ((f)x, y), et de plus [[g(f)|| = 
< sup |f(f)|, 1€ [-—a, al. Supposons que j,(#) + f(f) pour 1€ [—a, al. 
Alors, pour tous x et y de H, on a 


EU» = [AOdn,O + | JO. = (px ») 


Donc y f,) converge faiblement vers o(f). D’où il s’ensuit que l’application 
œ est un homomorphisme. En effet, les égalités 


pAf+ ue) = Àp(f)+ up(g), 
p(J£) = (f) (2) 


sont valables lorsque f et g appartiennent à C[—a, a] et se conservent par 
des passages à la limite ponctuels. En reprenant ce raisonnement on s’assure 
que œ possède la propriété 4). Nous sommes maintenant en mesure 
de prouver la propriété 3). Supposons que j,(f) — f(f) pour tous les 
1€ [—a, a] et |f,(] = C. Alors |f,—f {?(f) — 0 pour tous les 1 € [—a, a]. 
Donc q(|fn—f|?) — 0. nu pi -PXxIP = (pr -f) pfi—- fx, x) = 

= (pl ff x, x) —+ 0, c.q.f 

Exemple fondamental.  . que H = L2(X, Lu), À, l'opérateur de 
multiplication par la fonction a € L.(X, u). Dans ce cas o(f) est un opéra- 
teur de multiplication par la fonction f(a(x)). L’universalité de cet exemple 
apparaîtra plus bas. 

Le calcul fonctionnel proposé dans le théorème 5 admet la généralisation 
intéressante suivante. 

Théorème 6. Soient A1, ..., A, des opérateurs auto-adjoints bornés 
commutant deux à deux dans un espace hilbertien H, T, un parallélipipède 
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dans R", défini par |t;| = || 4;||, À = 1,2, ...,n. Il existe un homomorphisme 
unique o de lalgèbre B(T) des fonctions boréliennes bornées sur T dans lal- 
gèbre des opérateurs bornés dans H, possédant les propriétés suivantes : 


1) (1) = 1 ; 
2) q(t) = À: ; 


3) si [fk(D)| = C et fi?) + f(9) pour tous les tET, alors o( fx) — g(f) 
pour la topologie opératorielle forte. 
L'homomorphisme o possède de plus les propriétés : 


4) of) = p(f}> : 
5) Ip(P)1l = “np s 


6) g(f)B = By(f) pour tout opérateur B commutant avec A1, ..., An. 


Démonstration. Soit B,(T) la sous-algèbre de B(T) composée des fonc- 
tions dépendant de la coordonnée #4. Alors la restriction de œ à BA(T') est 
confondue avec l’homomorphisme ®£ qui correspond d’après le théo- 
rème 5 à l'opérateur 4x. Désignons par Bo(T) la sous-algèbre des 
fonctions en escalier sur 7, c’est-à-dire des fonctions de la forme f(f) = 
= cu... CAE) ... YE(t). Si l’homomorphisme cherché æ existe, 
d’après ce qui a été dit plus haut il doit être défini sur la fonction en 
escalier f par la formule 


PF) = ÿ: Cha … kPACLE) ... PACLE,). (17) 


D'où l’unicité de w sur B&(T), donc sur B(T) d’après la propriété 3). 

Prouvons son existence. Nous avons défini l'application œ sur la sous- 
algèbre Bo(©) par la formule (17). Comme 41, ..., 4, commutent deux à deux, 
il en est de même des opérateurs 1 fi), œa fe), . .., @n( fn) (proposition 
6) du théorème 5). Donc l’application œ est un homomorphisme. D’autre 
part, l’homomorphisme y envoie les fonctions positives dans des opérateurs 
positifs, car si f = O, alors f = g° pour une fonction réelle g € Bo(T), donc 
p(f) = p(g} = 0. D'où la propriété 5) (voir exercice 749). Donc, l’homo- 
morphisme o se prolonge à l’algèbre C(T) des fonctions continues sur T et 
possède la propriété 5). La conclusion du théorème résulte comme celle du 
théorème 5 du corollaire du théorème 4. 

Voici une proposition utile. 

Corollaire. Soient À un opérateur normal dans un espace hilbertien H, T 
le carré du plan complexe centré en 0 et de côté 2]|4||. I existe un homo- 
morphisme unique de l'algèbre B(T') des fonctions boréliennes bornées sur T 
dans l'algèbre des opérateurs dans H, possédant les propriétés suivantes : 


1) g() = 1 ; 

2) g(x+iy) = À ; 

3) p(f) = p(f)' : 

4) si | fl < C et f,(?) — f pour t ET alors (fr) — p(f). 
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De plus : 


5) Ip) = sup | FO} : 
6) p(f)B = Bof) pour tout opérateur B commutant avec À et 4. 


En effet, si 4 est un opérateur normal, alors 4 = B+1iC, où B er C sont 
des opérateurs auto-adjoints bornés dont la norme est = || 4||. Les condi- 
tions 2) et 3) entraînent la condition 2) et o(x) = B,œ(y) = C. Le corollaire 
résulte maintenant du théorème 6) appliqué aux opérateurs B et C. 

3. Opérateurs auto-adjoints non bornés. Dans les applications on a sou- 
vent affaire à des opérateurs À définis non pas sur un espace hilbertien 
tout entier, mais sur un de ses sous-espaces dense non fermé 4. Pour un 
tel opérateur on peut définir l’opérateur adjoint 4”, qui peut non plus ne 
pas être partout défini et borné. Plus exactement, le domaine de définition de 
A* est le sous-ensemble D,» (généralement pas fermé) constitué des vecteurs 
y € H pour lesquels la fonctionnelle linéaire x + (4x, y) est bornée sur Ÿ)4. 
Dans ce cas, elle se prolonge de façon unique en une fonctionnelle linéaire à 
H et peut être écrite sous la forme x -—- (x, z), z € H. On admet que 4*y = z. 
Donc l'égalité 

(ax, y) = (x, 4°y), (18) 


qui définit 4* pour les opérateurs bornés 4 est maintenant valable unique- 
ment pour les x € D 4, y € Das. 

On peut donner une définition plus « géométrique » de 4*. On remar- 
quera pour cela que tout opérateur À (y compris les opérateurs non partout 
définis et non bornés) est défini par son graphe, c’est-à-dire par un sous- 
ensemble J'4 € H@H, composé des vecteurs de la forme x@ Ax, x € D 4. 
Il est évident que J'4 est un sous-espace vectoriel de H&@ FH, ne contenant 
pas de vecteurs de la forme 0@x, x 0. Inversement, tout sous-espace de 
. H@H ne contenant pas de vecteurs de la forme 0@ x, x 0, est graphe 
d’un certain opérateur. 

Désignons par 7 la transformation de H& H qui à tout vecteur x@y 
associe le vecteur — y @ x (rotation de 90°). 

Théorème 7. Les graphes des opérateurs À et A4* sont reliés par la relation 


Lys = Ty). (19) 


Démonstration. Soit y@zE€ l'yr. Autrement dit, (Ax, y) = (x, z) est 
réalisée pour tous les x € DA (voir (18)). Cette relation n’est rien d’autre 
que la condition d’orthogonalité des vecteurs y@z et —Ax@x dans 
H@H, c.q.f.d. 

On dit qu’un opérateur À est fermé si le sous-espace 14 est fermé dans 
H @ H. On dit qu’un opérateur B est la fermeture d’un opérateur À si l'est 
l’adhérence du sous-espace 1'4. On dit que B est l'extension de À et l’on 
note B > A sil"8 > l'1. Le théorème 7 entraîne le 

Corollaire. Pour tout opérateur À, l'opérateur AÀ* est fermé et l’opérateur 
(4*)* (s’il est défini) est confondu avec la fermeture de À. 
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Remarque. Les opérateurs n’admettent pas tous une fermeture. Par 
exemple, l’opérateur À défini sur l’ensemble des suites à support borné dans 
L(R) et appliquant e, dans ne, n = 1, 2, ..., ne possède pas de fermeture, 
puisque le point 0&e: est un point limite de son graphe. Vérifier que l’opé- 
rateur 4* est défini sur le sous-espace {e:}! qui n’est pas dense dans /(R). 

Un opérateur À est dit auto-adjoint si 


Da = Dax (20) 


et À = AÀ* sur D. 
Avertissement. Cette propriété n’est pas équivalente à la condition plus 
faible 
(Ax, y) = (x, Ay) pour x, y E Da. (21) 


Les opérateurs possédant la propriété (21) s’appellent symétriques. I est 
évident que (21) est équivalent à l'inclusion 4 € A“, 

Un opérateur 4 est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture est un 
opérateur auto-adjoint. 

Exemples. 1) Soit À l’opérateur de multiplication par x dans L:(R, dx) 
défini sur Ÿ4 = D(R). Trouvons D ,+. Par définition, pour f€ D + on doit 
avoir 


Load [resta 
où 
E— A", PE (PR). 


Comme D(R) est dense dans L:(R, dx), il s'ensuit de là que g(x) = xf(x). 
Donc, D 4+ est constitué de tous les f € La(R, dx) tels que xf(x) € LR, dx). 
L'opérateur 4* est un opérateur de multiplication par x. Conclusion : 
l’opérateur À est symétrique mais pas auto-adjoint. On vérifie que 4* est 
auto-adjoint, donc À est essentiellement auto-adjoint. 

2) Soit À l’opérateur de dérivation d/dx dans Lo(R, dx) défini sur Â(R). 
Trouvons D yx. Si f € Dax, alors pour tous les o € D(R) 


Jr [ot où 8-47 


Cette égalité montre que g(x) est une dérivée distributionnelle de la fonction 
— f(x). Donc Dyx est composé des fonctions f € L2(R, dx) dont la dérivée 
distributionnelle appartient à L2(R, dx). L'opérateur 4* est confondu avec 
— d)dx. 

Dans les applications, l'opérateur À est souvent donné par une expression 
différentielle. Dans ce cas, il admet un domaine de définition naturel 
Da € Le(Q, du), plus exactement l’ensemble de toutes les distributions 
fe D'(Q) pour lesquelles f et Af appartiennent à L2(9, du). Dans les 
exemples cités plus haut, les opérateurs 4* avaient précisément un domaine 
de définition naturel. 
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La théorie des opérateurs auto-adjoints est bien élaborée. Pour s’en 
servir dans les applications il faut savoir si tel ou tel opérateur est auto- 
adjoint ou tout au moins essentiellement auto-adjoint. Une condition 
nécessaire à cela est la symétrie qui, en principe, se vérifie sans peine. Voici 
un critère utile pour étudier les opérateurs symétriques. 

Théorème 8. Soit À un opérateur symétrique dans un espace hilbertien H. 
Alors dire que À est auto-adjoint est équivalent à l’une des conditions suivantes : 

1) À est fermé et ker (4* +51) = {0} ; 

2) im(4+5i1) = H. 

Dire que À est essentiellement auto-adjoint est équivalent à l’une des 
conditions suivantes : 

3) ker (4* +1) = {0} ; 

4) im (4 + il) est dense dans H. 

Démonstration. Si À est un opérateur auto-adjoint, il est fermé (puisque 
A = A* et 4* est fermé). Si x € ker (4* +1), alors Ax = ix. D’où (Ax, x) — 
= i||x|f? = (x, 4x) =—-il|x|f?, c'est-à-dire x = 0. Nous avons prouvé 
1) pour l’opérateur auto-adjoint 4. Montrons que 1) entraîne 2). Remar- 
quons tout d’abord que im (4+51): = ker(4* Fil). Donc de 1) il s'ensuit 
que im (4 +1) est dense dans A. Utilisons le fait que À est fermé. Soient 
y un vecteur quelconque de H, {x,}, une suite de 4 pour laquelle (4 +51) X 
XXn — y. La suite {(4+5i1)x,} est fondamentale. La relation ||(4+:1)x||? — 


= (Ax+ix, Ax+ix) = [| Ax|P+|Ix|P = [[x|[? montre que {x,} est aussi 
une suite fondamentale. Supposons que x — lim x, Alors x®y € l'an, 
donc yE im(A +1). 


Montrons maintenant que 2) entraîne que À est auto-adjoint. Comme 
AC A*, il suffit de vérifier que Dur C Da. Soit y E Dax. Comme 
im (4+ÿ1) = H, il existe des vecteurs x+ € 4, tels que (A+il)x+ — 
= (4*+il)y. L'opérateur 4* est défini et coïncide avec 4 sur le sous- 
espace D 4. Donc(4* +51) (y—x+) = 0. Or, ker(4* +51) = im (4+Fi1)+ = 0. 
Donc y = x4 et y € Du. 

Supposons maintenant que À est essentiellement auto-adjoint. Alors 4° 
est confondu avec la fermeture de 4 (exercice 764), et par suite est auto- 
adjoint. D’où l’on déduit 3) d’après la partie déjà démontrée du théorème. 
D'autre part de 4) il s’ensuit 3) (exercice 778). Montrons maintenant à 
partir de la condition 3) que À est auto-adjoint. L'opérateur À étant symé- 
trique, il vient À € 4*. Ceci montre que À admet la fermeture À et que 
A © À* (puisque 4* est un opérateur fermé). Du théorème 7, il résulte que 
À* = A*. Donc, l’opérateur À satisfait aux conditions 1). Par suite À 
est auto-adjoint et À est essentiellement auto-adjoint. 


Exemple. Soient À = i-L, H = La(R, dx), Da = (DUR). La symétrie 
de À résulte de 


Lrovcd=- [ooyod gp yE DR) 


$ 2] DÉCOMPOSITION SPECTRALE DES OPÉRATEURS 129 


On a vu plus haut que l’opérateur adjoint 4* est défini sur l’ensemble 
D 4x € LR, dx), constitué des fonctions dont la dérivée distributionnelle 
appartient à Lo(R, dx), et est égale à zd/dx. Trouvons ker (4*+ÿl). Si 
(4*+iDf = 0, c’est-à-dire Â{f”+f) = 0, alors f = cet* (exercice 523). 
Comme ces fonctions n’appartiennent pas à L:(R, dx), ïl vient que 
ker (4* +51) = {0}. Donc 4 est essentiellement auto-adjoint. 

Soient À un opérateur non borné, B, un opérateur borné. On dit que 
A et B commutent si B applique 4 dans lui-même et BAx = ABx pour 
x € D1. On montre que pour un opérateur auto-adjoint À cette condition 
équivaut à la commutation de B avec l’un quelconque des opérateurs 
bornés (4+ÿi1)"1 


& 2. Décomposition spectrale des opérateurs 


1. Réduction d’un opérateur à la multiplication par une fonction. On se 
propose de montrer ici que tout opérateur auto-adjoint est unitairement 
équivalent à un opérateur de multiplication. De façon plus précise, on a le 

Théorème 9. Soit À un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien H. 
Il existe un espace X muni d’une mesure, une fonction mesurable a sur X et 
un opérateur unitaire U de H dans LA(X, 1), tels que le diagramme suivant soit 
commutatif : 


D 4 - Du (a) 
4 1e (22) 
Ho LAN) 


(M{(a) est l’opérateur de multiplication par une fonction a dans Lo(X, u), 
dont le domaine de définition Du) est constitué des fonctions f € Lo(X, u) 
pour lesquelles af € L(X, u).) 

Nous ferons la démonstration de ce théorème en plusieurs étapes. 
Supposons tout d’abord que l’opérateur À est borné et que dans l’espace 
H il existe un vecteur cyclique pour À, c’est-à-dire un vecteur & tel que 
tout sous-espace fermé de Æ contenant & et invariant par 4, est confondu 
avec À (voir exercice 715). Dans ce cas, on dira que l’opérateur À est un 
opérafeur à spectre simple (comparer avec l'exercice 716). 

Théorème 10. Soit À un opérateur auto-adjoint borné à spectre simple. 
Alors À est justiciable de la proposition du théorème 9 et de plus on peut 
poser À = [—|[ A1} || A1], a(x) = x, UÉG) = 1. 

Démonstration. Supposons que le théorème a été prouvé et que u est la 
mesure cherchée sur X. Soit f une fonction borélienne bornée sur X. Alors 
du théorème 5 il s’ensuit qu’à l’opérateur f(4) dans H est associé l’opéra- 
teur de multiplication par f(x) dans L:(X, u), c’est-à-dire 


Uf(4) = M(S)U. (23) 
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En effet, pour f(x) = x, la relation (23) se ramène à (22) et l’on obtient 
le cas général à partir de la construction de l’opérateur f (4). 
De Ïà on déduit que 


(SCA), Ela = (UF(A)E, UÉ)iscx, à = (SF, Dratx, ue (24) 


On peut calculer le premier membre de (24) si l’on connaît seulement l’opé- 
rateur À et le vecteur &. Ce faisant, on obtient la mesure u. Plus exactement, 
si E est un sous-ensemble mesurable de X et 7£ est la fonction caractéristique 


de E, alors 
UE) = (4e, Dix, = (4E(A}, Ë)n. (25) 


Soit donné maintenant un opérateur auto-adjoint À à spectre simple 
dans l’espace H et soit £ un vecteur cyclique pour À. Définissons la fonction 
u sur les boréliens de l’intervalle X = [—]||41{|,||4]]] par la formule (25). 
Vérifions que x est une mesure o-additive. Tout d’abord des égalités 
4e = YÈ = ZE il S’ensuit que l’opérateur 7£(A) est un orthoprojecteur. 


Donc (4r#(4), Ë) = ||ye(4)é|? = 0. D'autre part, si E = Le alors 


VE = > 4, (a série converge en chaque point). Donc 7£(4) = n ZE (A) 
(au sens de la convergence forte), et par suite u(A) — (ue (A, é)= 
(5 LE (A), :) = > u(Exr). Définissons maintenant un opérateur U de 

K= 


H dans L:(X, u) sur les Vecteur de la forme f(A)£ comme suit : 


Uf(AX = f. (26) 
Vérifions que cet opérateur est isométrique, c’est-à-dire 
(Uf1(4)5, Ua A} Lx, à = (P(A}, fe(A)Ë) x. (27) 


Si fi = Xe, f2 = {er alors (27) se ramène à l'égalité (#s,, 4r,)1:6x, ) = 
= (4e (AÏ, 4e (A)Ë)n = (4r,(4) 4e. (A)Ë, bn, qui est valable par définition 
de la mesure y. Le produit scalaire étant linéaire l'égalité (27) est aussi 
valable pour les fonctions en escalier /: et f2. Enfin, cette égalité est préservée 
par les passages à la limite ponctuels bornés. Ce qui démontre que U est 
isométrique. Comme les vecteurs de la forme f(A)£ sont denses dans H 
(ils forment un espace vectoriel contenant Ë et invariant par À) et les fonc- 
tions f, denses dans La(X, u), l'opérateur U se prolonge en un opérateur 
unitaire de H à L:(X, u). Enfin, en désignant xf(x) par g(x) on obtient par 
définition 
UAf(A)E = Ug(AË = g = M(x)f = M(x) UF (AX. 


D'où UA = M{(x)U sur les vecteurs de la forme f(A)é, donc partout, c.q.f.d. 
Supposons maintenant que le vecteur & n’est pas cyclique. 
Théorème 11. Soit À un opérateur auto-adjoint borné dans un espace 
hilbertien H. Il existe une famille de sous-espaces {Hs}s< 8 dans H possédant 
les propriétés suivantes : 
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1) H3 À Hy pour B Z BP; 
2) », H5=H; 
BEB 
3) AH; € H; pour tous les BE B ; 
4) la restriction de À à H; admet un vecteur cyclique pour tout Ê € B. 


La démonstration résulte immédiatement du lemme de Zorn appliqué 
à l’ensemble de tous les systèmes {H3} possédant les propriétés 1), 3), 4). 
On remarquera aussi que si Æ est séparable, alors l’ensemble B est au plus 
dénombrable. Les théorèmes 10 et 11 nous disent que le théorème 9 est 
valable pour tout opérateur auto-adjoint borné À avec la précision sui- 
vante : pour ensemble X on peut prendre la réunion de quelques exemplaires 
de l'intervalle [—||4]|, [| 4||] et pour fonction a(x) la fonction coordon- 
née X. 

Nous laissons au lecteur le soin de déduire un résultat plus général en 
s'inspirant du schéma exposé plus haut. 

Théorème 12. Soient A1, ..., À, des opérateurs auto-adijoints bornés com- 
mutant deux à deux dans un espace hilbertien H. Il existe une réalisation de H 
sous forme de l’espace LA(X, u) telle que tous les opérateurs A1, ..., À, Soient 
simultanément des opérateurs de multiplication par des fonctions réelles 
au(x), ..., An(X) € L(X, Li). 

Corollaire. Soit À un opérateur normal borné (en particulier unitaire) 
dans un espace hilbertien complexe H. IT existe une réalisation de H sous 
forme de l'espace LA(X, u) pour laquelle l'opérateur À se transforme en 
Popérateur de multiplication par une fonction à valeurs complexes a € L.{X, Lu) 
(dans le cas d’un opérateur unitaire |a(x)| = 1 presque partout sur X). 

En effet, l'opérateur À est de la forme B+:iC, où B et C sont des opéra- 
teurs auto-adjoints bornés qui commutent. En leur appliquant le théorème 12 
on obtient la proposition annoncée. Si l’opérateur À est unitaire, alors 
AÂ° = 1, d’où |a(x)|? = 1 presque partout. 

Traitons maintenant le cas d’un opérateur auto-adjoint non borné A4 
dans l’espace A. Construisons l’opérateur auxiliaire F = (4+51)(4—51)"1 
On remarquera pour cela que im(4—;1) = H d’après le théorème 8. 
Donc, pour tout x € H, il existe un y € 4 tel que x — A4y—iy. Posons 
Vx = Ay+iy. L'image de l’opérateur À + il est confondue avec H 
d’après le même théorème, donc im Ÿ = H. Enfin, l'égalité || Ay—iy ||? = 
= (4y—iy, Ay—iy) = (Ay, 4y)+(p, y) = || 4y+iy]ff montre que V est 
une isométrie. Donc, l’opérateur V est unitaire. D’après le corollaire du 
théorème 12, 1l existe une réalisation de l’espace H sous forme de L:(X, u) 
telle que V se transforme en l’opérateur de multiplication par une fonction 
mesurable v(x) telle que |v(x)| = 1 presque partout sur X#. 

Montrons maintenant que 2(x) prend des valeurs différentes de 1 presque 
partout. Sinon l’opérateur V admettrait un vecteur propre x, associé à la 
valeur propre 1 (telle est dans notre réalisation toute fonction différente de 0 
uniquement sur l’ensemble où v(x) = 1). L'égalité Vxo = xo équivaut à 
Pégalité Ayo—iÿo = Ayo+iÿos d’où yo = 0 et par suite xo = 0. Donc 


9* 
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v(x) Æ 1 presque partout. Par suite, il existe une fonction mesurable réelle 
ae, presque partout ; il suffit de poser a(x) — 


= Fret Prouvons enfin que 4 = Dey-1-1 et À = V+1)(V—-1)72 
D'où il résultera que dans notre réalisation À est un opérateur de multipli- 
cation par a(x). 

Par définition de V on a (W+1)x = Vx+x = Ay+iy+Ay—iy = 24y, 
(P—1)x = Vx-x = Ay+iy— Ay+iy = 2iy. D'où Dy-n-1 = im(V—-1) = 
= Daet Ay = +(V+x = iV+D(V—Dy, cafd. 

Une conséquence de ce théorème est la généralisation suivante des 
résultats du n° 28 1. 

Théorème 13. Soit À un opérateur auto-adjoint (éventuellement non borné) 
dans un espace hilbertien H. Il existe un homomorphisme unique de l'algèbre 
B(R) des fonctions boréliennes bornées sur R dans l'algèbre End H dans H 
possédant les propriétés suivantes : 

1) pl) =] ; 

(2) of) = (A+i1) (A— il)" ; 


3) s |f,(0| =C et f,(t) — f{?) pour tous les ft € KR, alors q f,) converge 
fortement vers qg(f). 

De plus, 

4) p(f) = pfY ; 

5) Hp) = _ LOI 


Dénoasraton. On admettra que ÆJ est réalisé sous la forme de L:(X, p) 
de telle sorte que l’opérateur À est un opérateur de multiplication par une 
fonction réelle mesurable a(x). Alors l’opérateur VW = (4+51)(4—51)71 
est un opérateur de multiplication par v(x) = Te 
morphisme œ cherché par la formule o(f) = M(foa), où M(foa) est 
l'opérateur de multiplication par la fonction f(a(x)). Les propriétés 1) 
à 5) se vérifient sans peine. Prouvons l’unicité de œ. De 2) il s’ensuit que 


of) =#(() )=7 = pro ne = Re. vf) = 


Im, où ReV — + 


a(x) telle que v(x) = 


Définissons l’homo- 


ue, a) où P est 
un polynôme de deux variables. En se servant du théorème de Weierstrass 
on peut démontrer que de telles fonctions approchent uniformément toute 
fonction continue sur la droite pour laquelle existent et sont égales entre 
elles les limites finies de f(#) pour ft — + <*), Enfin, de proche en proche, 


unique sur les fonctions re de s forme P(E 


*) II suffit de se servir du changement de variables 


= COS & = in & 
—— —+ —— —+ 
1241 u 12+1 SI ; 
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par des passages à la limite ponctuels bornés sur f(f) on peut obtenir toute 
fonction de B(R), c.q.f.d. 

2. Théorème spectral. De nombreux résultats de la théorie de la mesure 
(voir chapitre II) s’étendent mutatis mutandis au cas où l’on envisage des 
mesures projectives à la place des mesures usuelles. 

Définition. Soient donnés un ensemble Y, une o-algèbre B de parties 
de #, contenant # et un ensemble hilbertien Æ. L'application À : B — End H 
s’appelle mesure projective sur (X, B) à valeurs dans End }H si sont réalisées 
Jes conditions suivantes : 


1) À(E) = À(E)" pour tout E € B ; 

2) XE1)ÜVE2) = À(Ei) À(E2) pour tous E5, E: € B ; 

3) A(E1UE5) = À(E:)+ 2 E2) pour E1, E2 € B disjoints quelconques ; 
4) s1 E,€B et existe lim E, =EÆE (voir exercice 81), alors s- 


nl —> 00 


lim À(E,) existe et vaut À(E). 

Exemple. Supposons que (X, B, u) est un espace muni d’une mesure 
o-additive ordinaire u. Posons H = LA{X, u), À(E) = M(#r) un opérateur 
de multiplication par la fonction caractéristique de l’ensemble E € B. Les 
propriétés 1) à 3) sont évidentes, 4) résulte du théorème de Lebesgue de 
convergence bornée. 

Discutons quelques propriétés des mesures projectives résultant de la 
définition donnée plus haut. De la condition 2) 1l s’ensuit que les opérateurs 
À(E), E € B commutent deux à deux. D’autre part la condition 1) et l’égalité 
A(E} = À(E) qui résulte de 2), montrent que À(E) est un orthoprojecteur. 

Désignons par HE le sous-espace À(E)H sur lequel À(E) projette H. 
La propriété 2) admet la signification géométrique suivante : HE nr, = 
— HE H%,. De 3) on déduit sans peine la proposition plus générale : 
A(E1UE2) = À(E1)+2A(E2)—A(E1lE2). Géométriquement, cela signifie que 
Have, = Hr,+ H%, et que HE, L H5%,, Si E1 et E2 ne se rencontrent pas. 
Enfin, il résulte de 3) que À(G) = 0, A(X) = 1, c’est-à-dire que H,, = {0}, 
H X — H. 

À partir de la mesure projective À on peut construire toute une famille 
de mesures ordinaires et de charges. Plus exactement, soient £ et n deux 
vecteurs de A. Alors l’application 4e, : B — C définie par la formule 


est une charge complexe. sur B. Si Ë = n, au lieu de À:s on écrira simplement 
À. Les opérateurs À(E) étant positifs, la charge À; est une mesure. L'identité 


1 - ’ 
den = 7 tn den + bein — bein) (29) 


montre que les charges À,, donc que la mesure projective À, peuvent être 
déterminées à partir de {Ashse x. 
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On peut se servir de la mesure projective À comme d’une mesure ordinaire 
pour définir une intégrale. Soit f une fonction numérique bornée B-mesu- 
rable sur X. On appelle somme intégrale de Lebesgue pour f l'expression 


SCD = RA(GEX: HR <<) 60 


Il est immédiat de vérifier que si #1 < n2, alors S,(f) = S,.(f)(c’est-à-dire 
la différence Sr f )—Sh(f) est un opérateur positif). D’autre part la suite 
{S,(f)} est minorée par l’opérateur . f(x): 1. 1 existe (voir exercice 557) 


s- lim S,(f) qui s'appelle intégrale A (a fonction f par rapport à la mesure 


F1 —> © 


projective À et se note J f(x) dA(x). Des propriétés de l’intégrale usuelle 


de Lebesgue il s’ensuit que pour tout vecteur £ € Hona 
[ GO) LE, ) = [Cd 
X X 
De là et de l’identité (29) vient l'égalité plus générale 
(Gain) = [GI din GD 
X  : 


Enfin, on peut définir l’intégrale À = J f(x) d(x) pour une fonction 
X 


f B-mesurable non bornée sur X. Plus exactement, désignons par Ÿ4 
l’ensemble des vecteurs £€ Æ pour lesquels converge lintégrale 


Î |f(H)P dx). (De (29) on peut déduire que 4 est un sous-espace 


X 
vectoriel de F1.) 
Définissons pour £ € D 4 l'opérateur À par 


(A, = [FO 0). (32) 
X 


La convergence de cette intégrale résulte de l’inégalité 
4e CE 1 < Âe(E) 2,(E), (33) 


qui est un cas particulier de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski. Plus 
exactement, pour la somme intégrale de l'intégrale (32), on déduit de (33) 
et de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski la majoration |[S,{f, À,)l? = 


= SAIxf°, 49 0, à), d'où ?< [FE INF. Donc 
X 


I AË la < | fzecx, 2). 

Signalons que si la fonction f'est réelle, alors par définition de l’opérateur 
4, l'expression (AË, £) est réelle pour Ë € D4. Donc, l’opérateur À est 
symétrique. En fait, cet opérateur défini sur 4 est auto-adjoint. Ceci 
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résulte du théorème 8 et de la construction des opérateurs (A+51)"1 : 


L4 A Ld . La # dÀ 
ces opérateurs peuvent être définis par les intégrales or $ 
3 Æ 
Maintenant nous pouvons formuler le résultat fondamental de ce numéro. 
Théorème 14. Soit À un opérateur auto-adjoint (pas nécessairement borné) 
dans un espace hilbertien H. Il existe une mesure projective borélienne unique 
À sur R à valeurs dans End H, possédant la propriété suivante : 


fA = [OA (34) 


pour toute fonction borélienne bornée f sur KR. 
De plus on a 


A = [ xd) (35) 


Démonstration. L’unicité de À découle immédiatement de (34) si l’on 
pose f = Ye, où E est un borélien de la droite. La démonstration de l’exis- 
tence passe le plus facilement dans la réalisation de H pour laquelle l’opéra- 
teur À est un opérateur de multiplication par une fonction «a. En effet, 
prenons pour À(E) l’opérateur de multiplication par la fonction caracté- 
ristique de l’ensemble a74(Æ). Alors l’égalité (34) pour la fonction en escalier 
f se transforme en une tautologie (vérifier !). Le cas général de l’égalité 
(34) et l'égalité (35) se démontrent par des passages à la limite. 

La mesure projective À s’appelle mesure spectrale de l'opérateur À, 
l’égalité (35), décomposition spectrale de À. 

Du théorème 14 on peut déduire à titre de corollaire la définition de 
toute fonction borélienne (même infinie) d’un opérateur auto-adijoint À : 
cette fonction est définie par l'intégrale (34) avec les réserves indiquées 
plus haut. On vérifie que f (4) est toujours un opérateur fermé, normal au 
sens que 44* et 4*A possèdent le même domaine de définition et sont 
confondus sur ce domaine. Un exemple d’application de cette construction 
nous est fourni par la description des groupes à un paramètre d’opérateurs 
unitaires. 

Définition. Dans un espace hilbertien A, l’ensemble {W(f)},<r des opéra- 
teurs unitaires est dit groupe à un paramètre si Sont réalisées les conditions 
suivantes : 

D) VO V(s) = V(t+s) pour 4 sER ; 

2) l’application f-- V(#) est continue pour la topologie opératorielle 
faible. 

Théorème de Stone. Tout groupe à un paramètre d'opérateurs unitaires dans 
H est de la forme 


VO = eï4, (36) 
où À est un opérateur auto-adjoint dans X. 


Démonstration. Observons tout d’abord que la formule (36) définit 
bien un groupe à un paramètre : ceci est manifeste si l’on passe à la réalisa- 
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tion de H dans laquelle À est un opérateur de multiplication par une fonc- 
tion ; de plus, dans cette réalisation on vérifie sans peine que 


_ V(DE = IV(DAE = iAV(DE pour EE Du. (37) 


Soit donné maintenant un groupe à un paramètre {V(r)}: er. Définissons 
(Da comme l’ensemble des vecteurs £ € H pour lesquels la fonction 
tr> V(ÔË est dérivable et définissons pour Ë € 4 un opérateur À par 


Àg = —i _ 402 R Montrons que Ÿ4 est dense dans H. Remarquons 
t—= 


tout d’abord que la correspondance #-- V(f) est fortement continue. Ceci 
résulte de l'égalité [[(/, —V,)Ë ||? = 2[|Ë£[Pf—-2Re(,_.é, £) et de la 
faible continuité de PV. Soit maintenant {w,} € D(R) une ô-suite. Alors pour 


tout Ë£ € H la suite &, = Î Pn(t) V(T}Ë dr converge vers £. Vérifions que 
En € D à. En effet, L 


V'()E, = f Pa(t) V(t+T)E dt = Te 1) V(x}£ dr. 


D'où À VUE, = Î pitr-9 V(DE dr. (La dérivabilité de l'intégrale 
par rapport au paramètre f se démontre comme en analyse ordinaire.) 

Vérifions maintenant que V(?) laisse invariant le sous-espace © 4 et 
que (37) sont valables. Pour cela 1l suffit de remarquer que les vecteurs 
V(t+7T)Ë et V(r) V(OË sont confondus. En les dérivant par rapport à 7 
et en faisant 7 = 0 on obtient la relation cherchée. 

La symétrie de l’opérateur À est mise en évidence par une dérivation de 
l'égalité (V (NE, V(ÔË) = 1 par rapport à t pour t = 0. Vérifions enfin que À 
est essentiellement auto-adjoint. Soit n € ker(4*+ÿ1). Alors pour tout 
EE Daona ((4+F 1), n) = (6, {A*+il}n) = 0. Donc, la fonction f(f) = 
= (V (96, n) est solution de l’équation différentielle f’()+f() = 0. D’où 
f(8) = ceF'. Mais f est bornée, puisque V(f) est un opérateur unitaire. 
Donc c = 0 et (V(ÔË, n) = 0 pour tous les & € D4. Comme 4 est dense 
dans À, il vient 7 = 0. Donc ker (4* +51) = 0 et par suite À est essentielle- 
ment auto-adjoint. Soit À son extension auto-adjointe. Comparons mainte- 
nant les opérateurs V(r) et V(r) = eï4, Soit E € Da € Dax. Considérons 


la fonction f() = (V(— à) V(É, n). En dérivant par rapport à f et utilisant 
(37), il vient 


FO = —(V(— D AVE, n) + (V(— 9 AVE, n) = 0. 
D'où (9) = (Ë, n), ce qui donne V(—r) V(H)E = Ë, c’est-à-dire V(n£ = 


= V(1)6. Comme V(1) et V(#) sont unitaires et Ÿ, dense dans A, il vient 
V (8 = VE, c.q.f.d. 


DEUXIÈME PARTIE 


PROBLÈMES ET EXERCICES 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ENSEMBLES 
ET DE TOPOLOGIE 


& 1. Relations. Axiome de choix et lemme de Zorn 


1°. Parmi les relations suivantes indiquer celles qui sont des relations. 
d'équivalence : 
a) l’égalité de deux nombres ; 
b) la similitude de deux triangles ; 
c) la relation d’ordre sur la droite réelle ; 
d) la dépendance linéaire dans un espace vectoriel Z de dimension 
n => 1l; 
e) la dépendance linéaire dans l’espace L* = L\{0}, où L est un espace 
vectoriel. 
2. On dira que deux fonctions fi et f2 positives sur l’intervalle [0, 1] 
sont équivalentes si è 
1(X) == 0) 
0<mro Jim sc 


Vérifier que c’est bien une relation d’équivalence et que l’ensemble quotient 
correspondant n’est pas dénombrable. 

3. Définissons la relation fi — f2 pour les fonctions positives sur l’inter- 
valle [0, 1]en posant . 20 = , Vérifier que c’est une relation d’ordre 
partiel et prouver que tout sous-ensemble dénombrable est borné. 

4, Soient X et Y des ensembles partiellement ordonnés. Définissons sur 
le produit ZX X Y la relation (x1, y1) = (X2, 2) en posant x1 = X2et 1 = pe. 
Prouver que c’est une relation d’ordre partiel. Sera-t-elle une relation d’ordre 
si À et Ÿ sont des ensembles ordonnés ? 

5. a) Soit (42) € 4 une famille d’ensembles partiellement ordonnés. Munis- 


sons leur produit direct [ ] 4; de la relation = en posant (x) = (y) si 
x € À 


<< CO 
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Xa = YA pour tous les & € À Montrer que c’est une relation d’ordre par- 
tiel ; le produit [ | 4, muni de cet ordre s’appelle produit d’ensembles 
x € À 
partiellement ordonnés. 
b) On se place dans les hypothèses de a) et l’on distingue un point 
Xa € X Appelons produit des couples (%,; x.) le sous-ensemble 
FIX; x) ec [1] 4 composé des collections (7) telles que y. soit 
a € À a € A 


différent de x, seulement pour un nombre fini d'indices &. Munir 
[1 (4 ; x) d’une structure d’ensemble partiellement ordonné avec un 
à € À 


point distingué. 

c) Prouver que l’ensemble des nombres naturels partiellement ordonné 
par la divisibilité avec le point 1 distingué est isomorphe au produit d’un 
nombre dénombrable d’exemplaires de la série naturelle munie de l’ordre 
habituel et de point O distingué. 

6°. Définir une suite fondamentale en termes de suites généralisées 
dun _ d(xn; Xn). 

7°. Désignons par P(X) l’ensemble de toutes les parties de X ordonné 
partiellement par l’inclusion. Montrer que si X# = |__| X, (réunion dis- 


a € À 
_jonctive), alors D(X) est isomorphe au produit [ ] P(X.) comme ensemble 
& € À 
partiellement ordonné. 
8. Soit X un ensemble partiellement ordonné. Supposons que l’ordre 
partiel de Æ%X possède la propriété suivante : l’ensemble AM(x) = 
= {yEe X : y = x} est fini pour tous les xE X. Pour toute fonction f(x) 


sur À posons 
F@) = » fO). 


Y=<x 


Montrer que ia fonction f(x) se détermine d’après F(x) à l’aide d’une for- 
mule de la forme 
F9) = } uGx, y) FO). 
Y<x 


La fonction y est définie de façon unique et s’appelle fonction de Môbius 
pour l’ensemble partiellement ordonné X. 

9. Soit donnée une famille (4, ; x,) d’ensembles partiellement ordonnés 
avec des points distingués. Supposons que tout X, satisfait à la condition de 
l'exercice 8, c’est-à-dire qu’est définie sa fonction de Môbius y, ; supposons 
que pour tous les & à l’exclusion peut-être d’un nombre fini, le point x 
est l’élément minimum de X.. Montrer que pour l’ensemble partiellement 
.ordonné [|] (4, ; x.) est définie la fonction de Môbius y et ce par la formule 


a € À 
U({Veh {Z:}) = fi Ua( Vas Z). 


10. Trouver la fonction de Môbius des ensembles partiellement ordon- 
nés suivants : 
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a) la série naturelle munie de l’ordre habituel ; 

b) ia série naturelle munie de la relation de divisibilité ;: 

c) l’ensemble des parties finies d’un ensemble donné # ordonné par 
l'inclusion ; 

d)** l’ensemble des parties d’un espace vectoriel de dimension 7 sur 
un corps fini ordonné par l'inclusion. | 


11*. Exprimer au moyen de la fonction de Môbius de l'exercice 10 b) 
les quantités suivantes : 


a) la fonction d’Euler o(n) égale au nombre d’entiers naturels inférieurs 
et premiers à #1 ; 

b})** le nombre P(n, q) de polynômes irréductibles de degré 7 dont les 
coefficients appartiennent au corps fini F, et dont le coefficient supérieur 
est 1 ; 

c) la limite C(N)/N°,N —+ >, où C(N }est le nombre de fractions irréducti- 
bles de la forme p/q, 1=p=<N,1<=q=N. 


12. Soit ®,(#) =[ ](#/4—1}@), où uw est la fonction de Môbius de 
d/n 


l'exercice 10 b). Montrer que 


a) ®,(?) est un polynôme de degré q(n) de coefficients entiers (voir 
exercice 11 a) : 


b) FDA = #—1 : 
din 


c)* les polynômes ®,(?) sont irréductibles et premiers entre eux sur le 
corps Q des nombres rationnels. 


13. Supposons que À est un ensemble complètement ordonné et que 
pour tout o € À est défini un ensemble ordonné non vide X,. Définissons 
sur l’ensemble X = [|] X, un ordre lexicographique en posant x = y si 

a € À 
Xao > Jay OÙ &o est l'élément minimum de À pour lequel x, = y.. Montrer 
que c’est bien une relation d’ordre. 

14. Supposons que l’espace R’ est ordonné de telle sorte que 

a) X1 = Viet Xe = Ye > Xi+X2 = Vit}2; 

b) x= yet = 0— 1x = y pour 1€R ; 

CxX=yety=xX—= x = y. 


Montrer que R’ isomorphe en tant qu’espace ordonné au produit de 
ñn droites (munies de l’ordre habituel) sur lequel est défini un ordre lexico- 
graphique (voir exercice 13). 

15*, On dira que deux ensembles dénombrables complètement ordonnés 
sont équivalents si l’on peut établir entre eux une correspondance biunivoque 
monotone. Soit /{ l’ensemble des classes d’équivalence correspondantes. 
Définissons sur Y£ une relation d’ordre en posant u — v si les classes u et 
» contiennent des représentants M et N tels que M soit équivalent à un 
intervalle initial de N (c’est-à-dire à un ensemble de la forme N(no) = 
={neN:n=< n0)}). 
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Montrer que 


a) SH contient un élément minimum Lo ; 

b) deux éléments quelconques de £ sont comparables ; 

c) l’ensemble #{ est complètement ordonné ; 

d) l’ensemble _# n’est pas dénombrable ; 

e)** tout ensemble non dénombrable contient une partie équipotente 
à JT. 

16*. Supposons que /# est l’ensemble complètement ordonné décrit 
dans l’exercice 15. Posons À = /ÆX[0, 1[ et définissons sur À un ordre 
lexicographique : si a = (u, x), b = (v, y), alors a = b signifie que ou bien 
u=vetu <vroubienu=vretx = y. 

Montrer que tout intervalle initial (voir exercice 15) de l’ensemble Y 
est équivalent (comme ensemble ordonné) à l’intervalle semi-ouvert [0, 1[ 
tandis que l’ensemble À tout entier ne l’est pas. 

17*. Soit ao = (10, 0) le point minimum de l’ensemble À de l’exercice 
16. Définissons une topologie sur Xo — A\{o} en prenant pour base 
d’ensembles ouverts les « intervalles » (a, b) = {CE No: a<c<b, cz a, 
c Æ b}. Montrer que 

a) tout point a € Yo possède un voisinage homéomorphe à un inter- 
valle ordinaire ; 

b) l’espace topologique %o est connexe et n’est pas homéomorphe à 
un intervalle ordinaire. 


L’espace Yo s'appelle droite d’Alexandrov et est un exemple de variété 
à une dimension ne possédant pas de base dénombrable d’ensembles ouverts. 

18°. Montrer que l’ensemble des disques contenus dans un carré donné 
du plan admet un élément maximal mais pas un élément maximum pour 
inclusion. 

19. Prouver avec le lemme de Zorn que tout ensemble vectoriel contient 
une base. 

20. Montrer avec le théorème de Zermelo que pour deux ensembles 
quelconques À et B 1l existe soit une application biunivoque de À sur une 
partie de B, soit une application biunivoque de B sur une partie de À. 

21*. a) Déduire le théorème de Zermelo à partir du lemme de Zorn. 

b) Prouver le lemme de Zorn en utilisant le théorème de Zermelo. 

22. a) Montrer que sur un ensemble fini X toute relation d’ordre par- 


tiel R est contenue dans une relation d’ordre KR. 

b)* Ceci est-il vrai pour les ensembles infinis ? 

23*. Montrer que le corps des nombres complexes est isomorphe à 
l’adhérence algébrique du corps des fonctions rationnelles à coefficients 
rationnels d’une famille de variables algébriquement indépendantes ayant 
la puissance du continu. 
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& 2. Complétions 


24. a) Montrer que dans un espace complet X on a le 
Théorème des boules contractiles. Soit {B,} une suite de boules fermées 
dans un espace métrique X, telle que : 1) B1 = B2 = B, > ... ; 2) les 


rayons des boules B, tendent vers 0 pour 7 — +, Alors l’intersection () B, 


n=1 

contient exactement un point. 

b})* Montrer que si le théorème des boules contractiles est vrai dans un 
espace métrique *, alors cet espace est complet. 

25°. Montrer que toute fonction uniformément continue sur un espace 
métrique * se prolonge de façon unique en une fonction continue sur la 
complétion et que ce prolongement est uniformément continu. 

26. Montrer que les espaces métriques suivants ne sont pas complets 
et construire leurs complétions : 

a) la droite R munie de la distance &{x, y) = [arctg x—arctg y!. 

b) la droite R munie de la distance d(x, y) = |e*—e?|, 

27°. Sur l’ensemble des intervalles fermés de la droite définissons une 
distance par la formule d([a, b], [c, d]) = |a—c|+|b—d|. Montrer que 
cet ensemble n’est pas complet et construire sa complétion. 

28. Sur l’ensemble {4} des intervalles fermés de la droite définissons une 
distance comme la iongueur de la différence symétrique 


d(A:, À 2) — [411+142|—2 [411 A4. 


Montrer que cet espace métrique n’est pas complet et en construire la 
complétion. 

29°, Montrer que l’espace B(X) de toutes les fonctions bornées sur l’en- 
semble Y muni de la distance 


d(f, g) = sup|f()—-g(x)}, xex 


est complet. 

30°. Soit X un espace métrique borné. Prouver que la correspondance 
x++ d(x, -) est une isométrie de X dans B(X) (voir exercice 29). 

31°. X étant un sous-ensemble dans un espace métrique complet Y 
prouver que 

a) X est complet si et seulement s’il est fermé. 

b) La complétion de X est égale à son adhérence dans F7. 

c) Déduire à partir des exercices 29, 30 et a), b) un théorème de complé- 
tion pour les espaces bornés. | 

32. Soient X un espace métrique complet, Ÿ; des sous-ensembles ouverts 


partout denses dans X. Prouver que (\ Y est partout dense dans X. 
i=1 


33. a) Montrer que l’ensemble des nombres irrationnels de la droite ne 
peut pas être représenté par la réunion d’un nombre dénombrable d’ensem- 
bles fermés. 
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b) Montrer que sur la droite il n’existe pas de fonction qui soit continue 
en tous les points rationnels et discontinue en tous les points irrationnels. 

34. Montrer que les espaces de polynômes ne sont pas complets pour les 
distances suivantes : 


a) d(P, q) = max |P(x)—-Q(x)| ; 
x€[0,1] 


1 
b) d(P, q) = [ |P@)-0()I x ; 


c) d(P, 0) = } al si P(x)—-Q(x0) = À ci. 


35. Sur l’ensemble C(Y#,}Y) des applications continues d’un espace 
métrique X dans un espace métrique complet borné Y définissons une dis- 
tance par la formule 


(ff = sup (AC), FC) 


Montrer que l’espace métrique C(X, Y) est complet. 

36. Soient X un espace métrique complet borné muni d’une métrique 
dx ; G l’ensemble des applications biunivoques et bicontinues de X sur X. 
Définissons sur G une distance par la formule 


d(f fe) = sup [dx (109), C9) + dx (AC, D). 


Etablir la complétude de l’espace métrique G. 
37°. Soit p un nombre premier. Définissons une norme p-adique sur 
l’ensemble des rationnels par 


' . m 
Irlo=pé si r=pt, 


où met n sont des entiers premiers à p. 
Prouver les relations : 


a) ifrirollr = [lrallplrollp 
b)|ritrell, < max {l|ral|», |Foil p} 3 
c) si [r1llp < |F2llp LOTS [|r1+r2llp = |[|rallpe 


38. Montrer que l’ensemble Q des nombres rationnels muni de la dis- 
tance d,(r1, F2) = ||r1—-r2ll, (Voir exercice 37) est un espace métrique. 
Soit Q, sa complétion. Montrer que toutes les opérations arithmétiques 
dans Q se prolongent par continuité à Q,. Le corps ainsi obtenu s’appelle 
corps des nombres p-adiques (à propos de la non-complétude de Q voir 
exercice 39). 

39*. Montrer que tout élément du corps Q, (voir exercice 38) se repré- 
sente de façon unique par une fraction p-adique 


se Aodlidg, dal... dk; 


où 0 = a; =p—]1 ; après la virgule on a un nombre fini de chiffres, avant, 
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un nombre infini. En d’autres termes, tout élément x € Q, est la somme d’une 
+ 00 

série convergente ÿ ap. Montrer que Q, # Q. 
SR 


40. Montrer que dans le corps Q; (voir exercice 38) on a les égalités 


2+3 = ... 00010 ; 2—3 = ... 444; 
2-3 = ... 00011 ; 23431154, 
#1. Montrer que dans le corps Q5 des nombres 5-adiques on peut extraire 
la racine carrée du nombre — 1 (= ...44) et trouver ses trois derniers chif- 


fres. Combien existe-t-1l de telles racines ? 

42*, Désignons par Z, l’adhérence de l’anneau des entiers de Z dans 
Q, (l’ensemble des entiers p-adiques). Montrer que Z, est un ensemble com- 
pact. Construire une application biunivoque et bicontinue de Z, sur l’en- 
semble triadique de Cantor. 

43*., Montrer que pour tout x € Z, (voir exercice 42) 1l existe la limite 

lim x?", Désignons cette limite par sgn, x. Montrer que la fonction {signe 


11 > CO 


p-adique) ainsi obtenue prend très exactement p valeurs distinctes : 0 et les 
p— 1 racines de la puissance p— 1 de 1. Prouver l'identité 


sgn} (xy) = Sgn, X-Sgn, Y. 
44*, Trouver le domaine de convergence dans Q, des séries 


2 et y pa (— 1)f—?, 


45*, Montrer que sur Q, il n’existe pas de relation d’ordre possédant les. 
propriétés suivantes : 
a} si x = Oet y — 0 alors x+y = 0; 
b) si x — Oet y — 0 alors xy = 0; 
c) si x, = Oetsiexiste lim x, = x, alors x = 0. 
n —> 00 
46. Définissons sur l’ensemble N des entiers naturels une distance en 
posant d(m, n) = 1/k si les k dernières décimales de m et n sont confondues. 
a) Prouver que l’espace métrique obtenu n’est pas complet et que sa 
complétion est isomorphe en tant qu’anneau au produit direct des anneaux 
Lo et Z:. 
b) Prouver que pour tout nombre naturel k il existe exactement 4 termi- 
naisons de k chiffres : 
... 000 000 
... 000 001 
. 890 625 
. 109 376, 


qui se reproduisent par multiplication. (C'est-à-dire que si les nombres N et 
No se terminent par les k chiffres indiqués il ne sera de même pour leur 
produit NN.) 
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& 3. Catégories et foncteurs 


47°, Montrer que la catégorie des parties non vides d’un ensemble donné 
X (dont les morphismes sont les injections) ne possède pas d’objets répulsifs 
et que la catégorie duale en admet un. 

48°, Construire un foncteur contravariant de la catégorie de toutes les 
parties d’un ensemble donné (dont les morphismes sont les injections) dans 
lui-même. 

490, Existe-t-il un objet répulsif dans la catégorie des groupes, dans la 
catégorie des espaces vectoriels sur un corps donné, dans les catégories du- 
alles des catégories des groupes et des espaces vectoriels ? 

50°. Soit G: la catégorie des groupes abéliens de générateur distingué 
(dont les morphismes sont les homomorphismes de groupe envoyant le 
générateur distingué dans un générateur distingué). Indiquer les objets 
universels de G, et de G?. 

51. Soit G> la catégorie des groupes à deux générateurs distingués 
(dont les morphismes sont les homomorphismes de groupe envoyant les 
générateur distingués dans des générateur distingués). Prouver que G2 
contient un objet universel. Cet objet s'appelle groupe libre à deux généra- 
teurs. 

52. Désignons par AG: la sous-catégorie complète dans G>2 (voir exer- 
cice 51) dont les objets sont les groupes abéliens à deux générateurs distin- 
gués. Mettre en évidence l’existence d’un objet universel dans AG2. Cet 
objet s’appelle groupe abélien libre à deux génératrices. 

53*. Désignons par 4,(K) la catégorie des algèbres associatives sur le 
corps K à ñn générateurs distingués. Mettre en évidence l’existence d’un 
objet universel dans 4,(K). Cet objet universel s’appelle a/gèbre tensorielle 
sur un espace vectoriel de dimension 7 sur le corps K. 

54*. Montrer l’existence d’un objet universel dans la sous-catégorie 
complète CA,(K) de A,(K) composée des algèbres commutatives. 

55*. Montrer l’existence d’un objet universel dans la catégorie LA,(K) 
des algèbres de Lie sur le corps K à n générateurs distingués. Cet objet 
s’appelle algèbre de Lie libre à n générateurs. 

56*. Soit © une algèbre de Lie sur le corps K de caractéristique 0. 
Considérons la catégorie K(©) dont les objets sont les applications linéaires œ 
de l’espace © dans les algèbres associatives (cette catégorie diffère d’un 
objet à l’autre), possédant la propriété suivante : 

px, »D = px) pO)—p07) p(x). 

On appelle morphisme d’un objet y : © — 4 dans un objet y: E — B 
un homomorphisme 7: À —+ B tel que le diagramme 
27 
Er 

B 


G 


soit commutatif. 
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Montrer que K(©) possède un objet universel 
Po : Œ nié U(E). 


L’algèbre U(Œ) s’appelle enveloppe associative ou algèbre enveloppante 
pour &. 

57*. Montrer que l’enveloppe associative (voir exercice 56) d’une algèbre 
de Lie libre à n génératrices est isomorphe à une algèbre tensorielle sur un 
espace de dimension n. 


58*. Soit {X.}, « € À une famille d’objets d’une catégorie À. 
Considérons la catégorie À dont les objets sont des familles de 
morphismes y, € Mor(X., Y), « € À (Y est un objet de À qui n’est pas le 


même pour tous les objets de ). Les morphismes de $ sont les familles 
de diagrammes commutatifs de la forme 


Si la catégorie À possède un objet répulsif universel, alors l’objet cor- 


respondant de À s’appelle somme d’objets et se note | | X.. Les morphismes 
x € À 
i, : X; + |_| X, s'appellent injections canoniques des termes dans la somme. 
a € A 


Montrer que la somme d’une famille quelconque d’objets est définie 
dans la catégorie des ensembles et dans la catégorie des espaces vectoriels 
sur un Corps donné. 


59, On obtient la définition d’un produit de familles d’objets {X.}, 
« € A de la catégorie À à partir de celle de la somme (voir exercice 58) par 


inversion du sens des flèches. De façon plus exacte on appelle produit | | X, 
« € A 


la somme des objets X, dans la catégorie duale Ê°. Les morphismes p, : 


[ ] À — X, s’appellent projections canoniques du produit sur les facteurs. 
a € À 


Montrer que le produit de toute famille d’objets est définie sur la caté- 
gorie des ensembles et sur la catégorie des espaces vectoriels sur un corps 
donné. 


60. Montrer que dans la catégorie des espaces vectoriels sur un corps 
n n 

donné la somme | |Zx et le produit [1Zx d’un nombre fini d’objets 
k=1 = 


sont isomorphes. 

61°. Soient L et L2 deux espaces vectoriels sur un corps X. Considérons 
la catégorie dont les objets sont les applications bilinéaires o : LiXL: —+ EL, 
où L est un espace vectoriel (qui n’est pas le même pour chaque objet y). 
On appellera morphisme d’un objet o : LiXL2 — L dans un objet y: 


10 
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L;XL: — M une application linéaire 7 : L -— M telle que ie diagramme 


P 
7 ll (x 
ec À 


soit commutaftif. 
Montrer que cette catégorie possède un élément répulsif universel 
ft : LiXLo + L1@Lo. L'espace vectoriel L:@ L: s’appelle produit tensoriel 
K 


des espaces L et L, sur le corps X. 
62*. Soient G. et G>2 des groupes abéliens finis. Considérons la catégorie 


de toutes les applications : 
® : G1XG2 re. G, 
où G est un groupe abélien fini quelconque (qui n’est pas le même pour 


chaque objet), qui sont des homomorphismes en chaque variable. Les mor- 
phismes sont les diagrammes commutatifs de la forme 


p G 
a fr 
P G’ 


où y est un homomorphisme. Montrer que la catégorie construite possède 


un objet universel 
G1X Go — Tor (G1, G2) 


(appelé produit de torsion des deux groupes). Calculer Tor (C,, C,), où C,, 
est le groupe cyclique d’ordre m1. 

63*. Soient donnés un ensemble filtrant 4, une catégorie À, pour tout 
ax € À un objet X, € ObR et pour tout couple «x =f un morphisme 
Pas € Mor (X%, #5), le diagramme 


PBy 
RS 


Ÿ 


étant commutatif pour tout triplet &« = Ê = y. 

Considérons la catégorie 84 dont les objets sont les familles de mor- 
phismes {og : 4, + Y}e4 compatibles avec y.s, où X est un objet de K 
(qui n’est pas le même pour chaque famille) et appelons morphisme de 
{Pa : A + Xhea dans {y : Xe —+ Yhea un morphisme # € Mor(X, F) 
tel que pour tout «x € À le diagramme 


soit commutatif. L'objet universel de la catégorie 4 (s’il existe) s’appelle 
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limite inductive de ja famille {X,}, «4. La notion duale de limite projective 
se définit comme l’objet universel dans (8,4)°. 


Montrer que 


a)le groupe additif des nombres rationnels est limite inductive d’une 
famille dénombrable de groupes de nombres entiers ; 

b}* l’anneau Z, des entiers p-adiques (voir exercice 42)est limite projective 
des anneaux des résidus modulo p”. 

64°. Tout espace vectoriel complexe peut être traité comme un espace 
réel et toute application complexe linéaire comme une application réelle 
linéaire. Montrer que la correspondance décrite est un foncteur covariant 
de la catégorie Z(C) des espaces vectoriels sur C dans la catégorie ZL(R) des 
espaces vectoriels sur R. 

65. Montrer que l’application L — L@rC (on désigne ainsi le produit 
tensoriel sur R au sens de l’exercice 61) engendre un foncteur covariant de 
L(R) dans L(C). 

66. Montrer que les catégories L(R) et L(C) (voir exercice 64) ne sont 
pas équivalentes. 

67. Montrer que la catégorie de tous les espaces vectoriels de dimension 
finie sur un corps K est équivalente à l’une de ses sous-catégories contenant 
un nombre dénombrable d’objets. 

68. Montrer que la catégorie des groupes finis est équivalente à l’une de 
ses sous-catégories contenant un nombre dénombrable d’objets. 

69°, Soient donnés un groupe G et un corps K. Considérons l’ensemble 
K[G] des combinaisons linéaires formelles des éléments de G à coefficients 
de X. K[G] est une algèbre sur K pour l’addition, la multiplication par des 
éléments de K'et le produit. 


Montrer que 


a) la correspondance G — K1[G] est un foncteur covariant de la catégorie 
des groupes dans la catégorie des K-algèbres ; 

b) l'application G dans K[G] est un objet universel dans la catégorie 
des applications multiplicatives du groupe G dans les K-algèbres. 


10* 


CHAPITRE 2 


THÉORIE DE LA MESURE ET 
DE L’INTÉGRALE 


$ 1. Théorie de la mesure 


1. Algèbre d’ensembles. 
70°. Montrer que la différence symétrique vérifie la condition suivante : 


AABC(AAC)U(BAC) 


(ceci est l’analogue de l’inégalité triangulaire pour la « distance » d(4, B) — 
— À AB à valeurs dans des ensembles). 
71. Montrer que 


a) (41U 42) A(B1UB2) € (41A B1)U(45 A B2); 
b) (4111 A2) A(B11B2) C (41 A B1)U(A2 À B2) : 
C) (41\42) A(B:1\B2) € (41 A B1) U(A42 A Bo). 


(Ces inclusions traduisent la continuité de la réunion, de l’intersection et de 
la complémentation pour la « distance » au sens de l’exercice 70.) 

72°, Montrer qu’un système d’ensembles fermé pour la réunion et l’in- 
tersection n’est généralement pas un anneau. 

73. Montrer qu’un système d’ensembles fermé pour la réunion et la 
différence est un anneau. 

74°, Montrer que l’ensemble de tous les intervalles (ouverts, fermés et 
semi-ouverts) de la droite est un semi-anneau mais pas un anneau. 

75°. Soient X = {a, b} un ensemble composé de deux éléments, D(X) 
l’ensemble des parties de X. 

a) Citer un exemple de semi-anneau composé d’éléments de P(X) qui 
ne soit pas un anneau. 

b) Décrire les semi-anneaux susceptibles d’être construits avec les 
éléments de P(X). 

c) Décrire les anneaux que l’on peut construire avec les éléments de P(X). 

d) Décrire les algèbres que l’on peut construire avec les éléments de 
PA). 

76°. Montrer que pour tout système non vide d’ensembles S € @(X) 
il existe un plus petit anneau R(S) et un seul, c’est-à-dire un anneau d’en- 
sembles R(S) tel que S € R(S)et R(S) € R pour tout anneau R contenant S. 
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77°. Montrer que pour le semi-anneau S le plus petit anneau est confondu 
n 
avec un système d’ensembles de la forme 4 = | |] 4, 4€ S. 
k=1 


78°. Montrer que toute o-algèbre est une Ô-algèbre et inversement que 
toute 0-algèbre est une o-algèbre. 

79. Montrer qu’un produit direct de semi-anneaux est un semi-anneau. 

80. Montrer qu’un produit direct d’anneaux n’est pas forcément un 
anneau. 

81°. On appelle limite supérieure d’une suite d’ensembles E, l’ensemble 


imE, — (\ LU) Ex). c’est-à-dire un ensemble de points appartenant à une 


n kzn 


infinité d’ensembles E,. On appelle liniite inférieure d’une suite d’ensembles 


FE, l’ensemble lim E, — U (N Eu). Montrer que pour toute suite d’en- 


n nl kz=n 


sembles E, on a lim E, € lim E,. Si la limite supérieure et la limite inférieure 


n n 
sont égales, alors leur valeur commune s’appelle limite de la suite d’ensem- 
bles E,. 


82°. Citer un exemple de suite d’ensembles E, telle que lim E, # lim £,. 


83. Soient X un ensemble et {E,} une suite de parties de X. Montrer que 


X\ lim E, = lim(X\E,). 
n n 


84. Soient {E,} une suite d’ensembles et {7,} la suite de leurs fonctions 
caractéristiques. Montrer que la fonction caractéristique de l’ensemble 
him Æ, est la fonction lim 7, et la fonction caractéristique de l’ensemble 


n nñn 


lim £,, la fonction lim %,. 


? n 

85. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante d’existence de la 
limite d’une suite d’ensembles Æ, est l’existence de la limite de la suite des 
fonctions caractéristiques des ensembles E,. 

86°. Soient À un système d’ensembles et À l’ensemble des fonctions 
caractéristiques des ensembles de 4. Montrer que À est un anneau d’ensem- 
bles si et seulement si À est un anneau algébrique (pour l’addition modulo 2 
et la multiplication). 

87*. On appelle boréliens de la droite les ensembles obtenus par un 
nombre dénombrable de réunions, d’intersections et de différences d’inter- 
valles. Montrer que l’ensemble des boréliens a la puissance du continu. 

88*. Soient donnés 10 ensembles. Combien de nouveaux ensembles 
peut-on former avec ces ensembles en appliquant plusieurs fois les opérations 
d’intersection, de réunion, de différence et de différence symétrique ? 
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89°. Soient f : À — B une application d’ensembles, £ une famille de 
parties de À, B une famille de parties de B. Posons 


4) ={fA)EB: Xe A}, 
FD) = {f KY)e A: TYEB} 


Montrer que si Ÿ est un anneau, il en est de même de f—1(%/. 

90. Dans les notations de l’exercice 89, montrer que /(c{#) n’est pas en 
général nécessairement un anneau si cÂ l’est. 

91. Dans les notations de l’exercice 89 montrer que si @ est une o-al- 
gèbre, il en est de même de f (D). 

92. Dans les notations des exercices 76 et 89, montrer que 


R(f-2)) = f-{R(D)). 


2. Prolongement de la mesure. 

93. Soit X un espace muni d’une mesure finie u définie sur une o-algèbre 
RC D(X). On appelle mesure intérieure d’un ensemble 4 € X le nombre 
u,(4) = U(X)—u"(X\A), où x” est la mesure extérieure de l’ensemble 4. 


Montrer que | 
u"(4) = u,(4). 


94. Dans les notations de l’exercice 93, montrer que l’ensemble 4 € # 
est mesurable-Lebesgue si et seulement si 


u,(4) = (A). 


95. Montrer que la puissance de l’ensemble des parties mesurables- 
Lebesgue de l'intervalle [0, 1] est supérieure à celle du continu. 

96*. Désignons par u la mesure de Lebesgue de l'intervalle [O, 1] et 
munissons l’espace des parties mesurables-Lebesgue de l'intervalle [0, 1] 
d’une relation d’équivalence en posant 4 = B si u(AAB) = 0. Montrer 
que l’ensemble des classes d'équivalence possède la puissance du continu. 

97. Soit u une mesure sur S. Montrer que les conditions suivantes sont 
équivalentes si S est un o-anneau et sont susceptibles de ne pas l’être si S 
est un semi-anneau : 


a) la o-additivité : u([ 4) — Y u(Ax) ; 
k=1 k=1 
b) la semi-continuité à droite : si A1 > A2 D A3 D ... et À — () Ak; 
k=1 
alors (4) = lim u(45) ; 
c) la semi-continuité à gauche : si A1 A42C A3 CC... et À = () ÂÀks 
K=1 
alors u(4) = lim u(Ax) ; 
d) la continuité : a lim A) — lim u(A4y). 
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98. Soient u une mesure o-additive sur un semi-anneau S € FX), u* 
la mesure extérieure correspondante sur Ÿ(X). Montrer que la relation 
u*(4A AB) = 0 est une relation d’équivalence et que la fonction d(4, Ë) — 
— u*(4 A B) définit une distance sur l’ensemble quotient correspondant f. 
(Par À et À on désigne les classes d'équivalence contenant les ensembles 
A et B.) 

99*, Montrer que l’espace métrique #7 de l’exercice 98 est complet. 

100. Désignons par R et L les sous-espaces de #{ (voir exercice 98) 
constitués respectivement des classes d’ensembles mesurables et des classes 
d'ensembles élémentaires (c’est-à-dire appartenant à R(S)). Montrer que 
L est confondu avec l’adhérence de R. 

101*. Supposons que S est un sous-anneau d’intervalles semi-ouverts 
[a, b[ de [0, 1], # l’espace de l'exercice 98. Montrer que est connexe et 
non compact. 

102. Soient S'1 le semi-anneau des intervalles semi-ouverts [a b[ de 
[0, 1}, So le semi-anneau des rectangles de la forme [a, b[X[c, d[ du carré 
unité. 

a)* Montrer que les espaces L1 et L° correspondants (voir exercice 100) 
sont isométriques. 

b) Les espaces S'1 et S: sont-ils isométriques ? 

c)** Riet R: sont-ils isométriques ? 

103°. Soit {E,} une suite d’ensembles mesurables-Lebesgue sur la droite. 
Les limites supérieure et inférieure de la suite {E,} sont-elles des ensembles 
mesurables ? (Voir exercice 81.) 

104. Soient À, une suite d’ensembles mesurables et Ÿ u(4,) = «. 
Montrer que u(lim 4,) = 0. 

105°. Montrer que les boréliens sont mesurables-Lebesgue (voir exercice 
87). 

106. Montrer que tout ensemble mesurable-Lebesgue de la droite est 
la réunion d’un borélien et d’un ensemble de mesure nulle. 

197. Soient X le carré unité du plan, S le semi-anneau des rectangles de 
X de la forme 

Ty = {a=<=x<b, 0<y<1} 


Posons MT y) = b—a. Expliciter le prolongement-Lebesgue de la mesure w. 

108. Dans les hypothèses et les notations de l’exercice 107, montrer 
que l’ensemble T = {0 = x = 1, y = 1/2} n’est pas mesurable et calculer 
sa mesure extérieure. 

109. Trouver la mesure de Lebesgue des parties de l’intervalle [0, 1] 
composées des nombres dans le symbôle décimal desquels le chiffre 2 
figure avant le chiffre 3. 

110. Trouver la mesure de Lebesgue des parties du carré unité du plan, 
composé des points (x, y) tels que {sin x| < 1/2 et cos (x+}y) est irrationnel. 

111. Trouver la mesure de Lebesgue des parties du carré unité du plan, 
composé de points dont les coordonnées cartésiennes et scalaires sont 1rra- 
tionnelles. 
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112*. Considérons dans le carré unité du plan un système (qui n’est 
pas un semi-anneau) de rectangles verticaux et horizontaux dont la longueur 
ou la largeur est égale à un et associons à chaque rectangle une mesure 
égale à sa surface. Indiquer au moins deux prolongements distincts de la 
mesure à l’algèbre engendrée par ce système de rectangles. 

113*. Soient u une mesure définie sur un semi-anneau unitaire X et 
u* la mesure extérieure associée à u. On dit qu’un ensemble 4 € X est 
mesurable-Carathéodory si pour toute partie ZC X ona 


L°(Z) = p(ZN A)+ n'(Z\A). 


Montrer que l’ensemble À est mesurable-Lebesgue s1 et seulement s’il est 
mesurable-Carathéodory. 
114*. Soit m une mesure o-additive définie sur un semi-anneau. On 
dit qu’un ensemble 4 est un ensemble de o-univocité pour la mesure m si 
1) ïl existe un prolongement o-additif À de la mesure m défini sur À ; 
2) pour deux prolongements o-additifs À et À: quelconques on a 


À1(4) — (4). 


2) Montrer que tout ensemble À mesurable-Lebesgue est un ensemble 
de o-univocité pour la mesure m. 

b) Montrer qu’un système d’ensembles mesurables-Lebesgue épuise 
tout le système des ensembles de o-univocité pour la mesure initiale m. 

115*. Supposons que chaque ensemble X,, n = 1, 2, 3, ... est constitué 
des chiffres O, 1, 2, ..., 9. Définissons une mesure uw, sur X, en posant 


Un(Y) = _ card Y. Supposons que w est la mesure produit des mesures 
un Sur À = X,. Considérons l’application de X dans l'intervalle [O, 1] : 
{xh}> 0, >x1x2xs ... (fraction décimale indéfinie), Montrer que cette 
application envoie la mesure 4 dans la mesure ordinaire de Lebesgue sur 
[O, 1]. 

3. Constructions de mesures. 


116*. Construire un exemple d’ensemble non mesurable-Lebesgue sur 
la droite. 

117*. Construire un exemple d’ensemble non mesurable-Lebesgue sur 
le plan. 

118“. Construire un exemple d’ensemble mesurable-Lebesgue sur le 
plan, dont les projections sur les axes de coordonnées ne sont pas mesu- 
rables. 

119**. Soient u une mesure de Lebesgue, X une partie de l’intervalle 
[0, 1]. On dit qu’un point x € X est un point de densité de l'ensemble X si 
EXN(X—E, x+e)} _ 1 


lim 5e 


0 
Montrer que presque tous les points de l’ensemble X sont des points de 
densité. 
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120. Décrire toutes les parties E de l'intervalle [0, 1] dont les fonctions 
caractéristiques Y£(x) sont intégrables-Riemann. 

121°. Soit X un espace muni d’une mesure o-additive. Montrer que les 
parties de mesure nulle de X forment un c-anneau. 

122°. Montrer que les ensembles dénombrables de la droite possèdent 
une mesure de Lebesgue nulle. Citer un exemple d’ensemble non dénom- 
brable de la droite possédant une mesure de Lebesgue nulle. 

123°. Montrer que l’ensemble de toutes les charges sur une o-algèbre 
9% est un espace vectoriel complet pour la distance d(v1, va) — 


= sup | v1(4)— vo(4) |. 
€ 
124. Pour toute partie M de l’espace R'' désignons par M — M l’ensemble 


M-M = {x-y: xE M, y € M}. 


Montrer que si M est mesurable et admet une mesure de Lebesgue 
positive, alors l’ensemble M—M contient un voisinage de O0 dans R. 
125°. Supposons que X = {x1, Xe, ..., X,, ... } est un ensemble dénom- 
brable et qu’à chacun de ses éléments x; est associé un nombre p; = 0 tel 


que Ÿÿ'p, = 1. Pour toute partie AC X posons m(4)= Ÿ px où 
n=]1 7EN14 

Na = Gi: x E A}. 

Montrer que 77 est une mesure o-additive sur l’algèbre de toutes les 
parties de X. 

126*. Citer un exemple de mesure finiment-additive mais non o-additive. 

127**%, Montrer que la mesure de Wiener est o-additive. 

128*. Calculer la mesure de Wiener de l’ensemble des fonctions 
FE Ca, b] telles que f(a) = 0, f(b) — 0. 

129. Définissons une mesure uw sur l'intervalle [0, 1] par la formule 

1+ 

u(fe, BD = loge 1 E. 

Montrer que cette mesure est invariante par la transformation j : 
X+ e: où {-} représente la partie fractionnaire d’un nombre (c’est-à-dire 


u(f-1(4)) = u(A). Ceci ne veut pas dire que u(f(4)) = u(4)). 
130. Tout nombre réel x € [0, 1] peut être représenté par une fraction 


(les fractions sont finies si les nombres sont 


continue x = ] 
N+ 
Mo+ ... 

rationnels et infinies s’ils sont irrationnels). 

a) Montrer que la transformation de l’exercice 129 en termes de suites 
{n.} est de la forme {rx} {nx+1}. 

b) Dans l’espace des suites, calculer la mesure correspondant à la mesure 
u de l’exercice 129. 

131°. Montrer que dans la définition de la charge la condition de con- 
vergence absolue de la série ÿ' »(4,) peut être remplacée par la condition de 


convergence simple (voir page 21). 
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132. Calculer la variation de la charge complexe v = u1+ius sur un 
ensemble À sachant que 

a) les mesures u, et u2 sont étrangères sur À ; 

b) U1i = Hz: SUT À. 

133. Soit » une charge complexe sur une o-algèbre A € P(X). 

Montrer que les parties réelles et imaginaires de » sont des charges sur 9. 

134*. Soit » une charge sur une o-algèbre À € P(X). Montrer que 
sup (4) <+c, inf (4) =—<. 
AE AEU 


135*. Montrer que les bornes supérieure et inférieure mentionnées 
dans l’exercice 134 sont atteintes sur des ensembles 4. et 4_ de A. 

136. Dans les notations de l’exercice 135* montrer que la fonction 
» (resp. — ») est une mesure o-additive sur A11Ÿ(4.) (resp. sur AN P(A-)). 

137. Dans les notations de l’exercice 135* montrer que pour tout 4 € A 
on a »(4) = »(A4N4:)+v»(A1N 4). 

138. Montrer que la variation |v| de la charge est finie et o-additive. 


$ 2. Fonctions mesurables 


1. Propriétés des fonctions mesurables. 

139°. Soient X un espace mesuré, f une fonction à valeurs réelles définie 
sur À. Montrer que les propriétés suivantes de f sont équivalentes : 

a) l’ensemble {x € X : f(x) — a} est mesurable pour tout a€R ; 

b) l’ensemble {x € X : f(x) = a} est mesurable pour tout a € R ; 

c) l’ensemble {x € X : f(x) < a} est mesurable pour tout a€ R ; 

d) l’ensemble {x € # : f(x) = a} est mesurable pour tout a € R. 

140. Montrer que dans les hypothèses de l’exercice 139, la réalisation 
de l’une quelconque des conditions a) à d) équivaut à la condition 

e) l’ensemble f -1(B), où B CR est un borélien quelconque, est mesu- 
rable. 

141°. Soit j une fonction mesurable et non nulle. Montrer que la fonc- 
tion 1/f est mesurable. 

142°. Montrer que | f | est une fonction mesurable si f l’est. 

143. Soient f(f1, fo, ..., ,) une fonction continue à valeurs réelles 
définie sur un espace réel de dimension n, g1(x), ..., g,(x) des fonctions 
mesurables. Montrer que la fonction A(x) = f(g1(x), ..., g,(x)) est une 
fonction mesurable. 

144*, Soient g(x) une fonction mesurable définie sur la droite réelle, 
f une fonction réelle continue. Montrer que la fonction h(x) = g(f(x)) 
n’est généralement pas mesurable. 

145. Soit f(x) une fonction réelle. Indiquer les nombres n pour lesquels 
la mesurabilité de { f(x)]" entraîne celle de f(x). 

146. Soit f(x) une fonction partout dérivable sur [0, 1]. Montrer que 
f(x) est mesurable-Lebesgue. 

147. Soit f(x) une application biunivoque de Cantor de l'intervalle 
[0, 1] sur un carré : pour x = (x1, x2, X3, ...) binaire irrationnel on a 
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f(x) _ (y1 2) Vi (X1, X3, .. :), V2 — (X2, X4s ): Montrer que l'appli- 
cation f(x) envoie tout sous-ensemble mesurable de l'intervalle fermé [0, 1] 
dans un sous-ensemble mesurable du carré et laisse la mesure invariante. 

148. On dit qu’une fonction f(x) définie sur la droite réelle est borélienne 
si pour tout 4€ R l’ensemble {x € R : f(x) = a} est borélien (cf. exercice 
106). Montrer que toute fonction mesurable devient borélienne par cor- 
rection sur un ensemble de mesure nulle. 


149*, C-propriété de Lusine. Soient u la mesure de Lebesgue sur l’inter- 
valle [0, 1], f une fonction mesurable presque partout finie sur cet inter- 
valle. Montrer que pour tout € — 0 il existe un ensemble fermé FC [0, 1] 
tel que la restriction de la fonction f à l’ensemble F est continue et 
u(E) > 1—e. 

150*, Soit f une fonction mesurable définie sur la droite réelle. On 
dit qu’un point x € R est un point de Lebesgue de la fonction f s’il existe un 
sous-ensemble X CR mesurable-Lebesgue contenant et admettant x 
pour point de densité, tel que la restriction f|x soit continue en x. Montrer 
que presque tous les points de la droite sont des points de Lebesgue pour la 
fonction f. 

151. Soient x = O0, niñons ... et y — 0, mamems... les symboles 
décimaux des nombres x et y de l’intervalle [0, 1]. Posons f(x, y) = k 
Sin = MLetn; < m pour i < k ;sin; À m. pour tous les k, on conviendra 
que f(x) = . Montrer que la fonction f est mesurable-Lebesgue et presque 
partout finie. 

152*. Soient f(x) une fonction continue définie sur un intervalle [a, b], 
n(c) le nombre de zéros de l’équation f(x) = c. Montrer que la fonction 
n(c) est mesurable-Lebesgue. 


153°. Soit f.(x) une suite de fonctions mesurables. Montrer que les 
fonctions sup f(x) et inf f,(x) sont mesurables. 


154. Dans les notations de l’exercice 153, montrer que les fonctions 
im /,(x) et lim j,(x) sont mesurables. 


1H = Pl — 00 
155. Soit { f,} une suite de fonctions mesurables. Montrer que l’ensemble 
de tous les points x où existe lim /,(x) est mesurable. 


fic 

156°. Soit f une fonction mesurable. Montrer que sa partie positive 
f* = max(f, 0) et sa partie négative f— = —min(f, 0) sont des fonctions 
mesurables. 

157. On dit que des fonctions réelles f et g mesurables par rapport 
à des mesures uw et » sont équi-mesurables si pour tout c — O0 on a 
ax : FG) < c} = np: 80) < 0. 

Montrer que si f'est une fonction mesurable par rapport à une mesure 
u il existe une fonction g non décroissante continue à gauche sur l'intervalle 
[D, u(4)] telle que f et g soient équi-mesurables. 

158. Dans les hypothèses de l’exercice 157, montrer l’unicité de la 
fonction g(x). 
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159. On dit qu’une fonction à valeurs complexes f(x) = u(x)+iv(x) 
est mesurable si sa partie réelle u(x) et sa partie imaginaire v(x) le sont. 
Montrer que le module et l’argument de f(x) sont mesurables. 

160. Montrer que pour qu’une fonction f(x) à valeurs complexes soit 
mesurable il est nécessaire et suffisant que tous les ensembles de la forme 
Ar,z = {x: |f(x)—-z| <rk,oùzeC, r = 0, le soient. 

161. On dit qu’une fonction vectorielle f à valeurs dans un espace F de 
dimension finie est mesurable si les coordonnées de f(x) sont mesurables 
dans une base de Y. Montrer que cette définition est indépendante du choix 
de la base. 


2. Convergence des fonctions mesurables. 
162°. Montrer que la suite f(x) — 


mais pas uniformément. 

163°. Etudier la convergence et la convergence uniforme de la suite 
fn(x) = x" sur l'intervalle [0, 1]. 

164°. Montrer que deux fonctions continues sur un intervalle sont équi- 
valentes pour la mesure de Lebesgue si et seulement si elles sont identique- 
ment égales. 

165. Construire une fonction mesurable-Lebesgue sur un intervaile 
fermé qui ne soit équivalente à aucune fonction continue. 


166°. Montrer que f est équivalente à g sachant que f, 7 f et 

f, | SPP £. 
. n SIN X 

167°. Soit f,(x) = Enr 
expliciter l’ensemble d’Egorov Es sur lequel la suite f, converge uniformément. 

168*. Numérotons tous les nombres rationnels de l'intervalle [0, 1] et 
écrivons le k-ième nombre r4. sous forme d’une fraction irréductible rx; = 
— pr/q Posons f(x) = exp {—(p:x—xgqr)}. Montrer que f, + O pour la 
mesure de Lebesgue sur [0, 1] et que lim /L(x) n’existe en aucun point de 


[O, 1]. 

169. Dans les hypothèses de l’exercice précédent indiquer une suite 
partielle convergeant presque partout vers 0. 

170. Sur l'intervalle [0, 1] soient 


converge partout sur R vers 0 


n° + x? 


sur l’intervalle [0, x]. Pour à — 0 donné 


[—1 Î 
1 pou ——=x- 


E T > NP 


#09 = 


O dans les autres points 


et £Lu(xX) = (x), où Z et k sont choisis à partir de la condition # = 


— ils ) +i. Montrer que g, — O0 en mesure mais que lim g,(x) n'existe 


en aucun point. 
171. Soient f, —— h et f, “ g. Montrer que h et g sont équivalentes 
pour la mesure y. 
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172*, Théorème de Lusine. Montrer qu’une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une fonction réelle sur un intervalle [a, b] soit mesurable- 
Lebesgue est que pour tout & — O il existe une fonction continue différente 
de f sur un ensemble de mesure = €. 

173*. Le théorème de Lusine (voir exercice 172*) nous dit que toute 
fonction f mesurable sur un intervalle [a, b] est la limite presque partout 
d’une suite { f,} de fonctions continues. Cette suite peut-elle toujours être 
choisie monotone ? 

174*, La fonction de Dirichlet 


0 
| 


1 si x est rationnel 


si x est irrationnel, 


peut être obtenue à partir de fonctions continues par un double passage à 
la limite : 
yp(x) = lim lim [cos(2zn! x)]". 
J1—> 00 1 2 09 

Peut-on l’obtenir à partir de fonctions continues moyennant un seul passage 
à la limite ? 

175. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une 
fonction simple (c’est-à-dire une fonction prenant un nombre de valeurs 
au plus dénombrable) soit mesurable est que tous ses ensembles de niveau 


L{f)={KXEX: f(x) = c} 

le soient. 

Ceci est-il vrai pour des fonctions quelconques ? 

176°. Montrer que toute fonction mesurable peut être représentée sous 
forme d’une limite uniforme de fonctions simples mesurables. 

177. Définissons sur l'intervalle [0, 1] une fonction f(x) comme suit. 
Si x = 0, miñonz ... est le symbole décimal de x, alors f(x) = max n;. 

i 


Montrer que f(x) est mesurable et presque partout constante. 
178. Montrer dans les hypothèses de l’exercice 177 que la fonction f(x) — 
— lim ñ; est partout définie et presque partout constante. 


179. Soit u la mesure de Wiener sur l’espace % = C{[a, b]. Définissons 
b 


sur * une fonction f en posant f(x) = J X(2) dt. 


Montrer que f est u-mesurable. 
b 
180. Même exercice pour la fonction f(x) — Î p(x(®), à) dt, où (x, y) 


est une fonction continue de deux variables. 


181. Même exercice pour la fonction f(x) = max x(f). 
tE [a, b] 
182*. Soient X l’ensemble des entiers p-adiques (voir exercice 42), 
S l'algèbre des parties à la fois ouvertes et fermées de X, À = R{(S). Montrer 


que toute fonction continue sur X est Ÿ-mesurable. 
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183*. Montrer dans les hypothèses de l’exercice 182* que tout ensemble 
A€S est la réunion d’un nombre fini de boules. Définissons une mesure u 
sur S'en posant la mesure de la boule égale au rayon de cette boule (pour les 
boules de rayon p-*, k = 0,1,2,...). Montrer que la mesure u est o-additive. 

184*. Montrer que la mesure u de l’exercice 183* possède les propriétés 
suivantes : 

a) u(X) = 1 ; 

b) u(A+x) = u(A) pour tous les x € Y. 

Montrer que toute mesure sur Ÿ possédant les propriétés a) et b) est 
confondue avec y. 


$ 3. Intégrale 
1. Intégrale de Lebesgue. 


185°. Montrer que si f et g sont des fonctions simples sommables, alors 
a) [(FG)+80) du = [fo du+ [809 du ; 
À À À 


b) faf(x) du = « | f(x) du (x = const) ; 
À À 
c) si |f(x)) <M presque partout sur À et u(4)=<, alors 
7 (x) du| < Mu(A). 
A 


186°. Calculer l'intégrale de Lebesgue sur l'intervalle ]0, = [ des fonc- 
tions : 

a) f(x) = ces 

JO Eee 

c) f(x) = 1/[x] !, où [xlest la partie entière de x. 

187. Soient u(X) = et f une fonction sommable sur X. Montrer que 
l'intégrale de Lebesgue f(x) du peut être calculée au moyen de la formule 

X 


[fGdu = lim D 'Eu(xeEeX: & <f< trs}, (1) 
o AT)—0 


où T = {1,} est une partition de l’axe réel, A(T) = sup |/4—7x41} le diamètre 
k 


de la partition T, {£,} une collection quelconque de points tels que 
ÊËg € (fx, tx4+1]. L'expression (1) s’appelle somme intégrale de Lebesgue. 

188. Montrer que la proposition de l’exercice 187 reste en vigueur dans 
le cas u(X) = si l’on exige accessoirement que &; = 0 pour tous les k 
pour lesquels l’intervalle [#z, +1] contient le point 0. 

189. Supposons qu’une fonction mesurable simple f est représentée de 
deux façons par des combinaisons linéaires des fonctions caractéristiques 
des ensembles disjoints : 


FC) = 2 CktaX) = > dB). 
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Montrer que à ceu(4x) = > du(Br) dans le cas où l’une de ces séries 
F 7 


converge absolument. 
190°. Soit j, une fonction simple sur [0, 1] définie par f(x) — _ [nx], où 


[x] représente la partie entière de x. Montrer que la suite {f,} est fonda- 
mentale et ne possède pas de limite dans l’espace S[0, 1] des fonctions sim- 
1 


ples sommables, muni de la distance di( f, g) = [| f—g| dx. 


0 

191. Pour quelles valeurs des paramètres « et BP la fonction f(x) = 
— x*sin x° définie sur l’intervalle semi-ouvert ]0, 1] est-elle 

a) intégrable-Lebesgue ? 

b) improprement intégrable-Riemann ? 

192°. Montrer que l'intégrale d’une fonction sommable non négative 
f sur un ensemble À est 

a) non négative ; 

b) nulle si et seulement si f(x) = 0 presque partout sur À. 

193. Soient œ une fonction lisse monotone croissante sur l’intervalle 


[a, b], y son inverse sur l’intervalle [o(a), w(b)]. Montrer en considérant 
l'intégrale comme la limite de la somme de Lebesgue l’identité 


b p(b) 
fr dx = [ pp (y) dr. 


p(a) 


194. Montrer que l'intégrale de Lebesgue d’une fonction non négative 
f(x) sur l’intervalle [a, b] est confondue avec la mesure de Lebesgue de l’en- 
semble définie sur le plan par les inéquations a = x = b, 0 = y = f(x). 

195. Montrer qu’une fonction mesurable non négative f est sommable 
sur À si et seulement si pour toutes les fonctions simples g = f les intégrales 


Îg@ du(x) sont majorées par une même constante. 


196. Pour toute fonction réelle f posons : f,(x) = (f(x)+]|f(x)1)/2, 
f-@) = (1f(1-/f(x))/2 Montrer que la fonction f est sommable si et 
seulement si les fonctions f. et f- le sont. 

197. Montrer qu’une fonction f non négative mesurable est sommable si 


et seulement si sup f(x) du(x) < +, où la borne supérieure est prise sur 


A 
tous les ensembles À de mesure finie sur lesquelles la fonction f est majorée. 
198. Soit u(x) < . Montrer qu’une fonction f mesurable non négative 
sur X est sommable si et seulement si la série 


D 2'Hx EX: FC > 29 


est convergente. 
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199. Montrer qu’une fonction non négative bornée sur un ensemble de 
mesure infinie est sommable si et seulement si la série 


2 u({r EX: SG) =) 


n—=0 
converge. 
2000. Calculer l’intégrale de Lebesgue sur l’intervalle [0, x/2] des fonc- 
tions f (x) : 


a) f(x) = sin x ; 


sin X si x est rationnel, 
b) f(x) = 

COS X si x est irrationnel ; 

sin X si cosx est rationnel, 
c) f(x) = + 9 , : : 

sin? X si cosx est irrationnel ; 
d) sur le carré 0 = x = 1, 0 = y = 1 de la fonction 


1 si xy est irrationnel, 
h(x, y) = : ’ 
O si xy est rationnel. 
201*. Montrer qu’une fonction est intégrable-Riemann sur un intervalle 
[a, b] si et seulement si elle est bornée et presque partout continue. 
202*. Montrer que l’intégrale de Lebesgue sur R” de la fonction 


fs +. Xn) = exp {—Y xx} 
est finie si et seulement si la matrice symétrique À = ||a;;|| est définie posi- 


tive. Montrer que l’intégrale est alors égale à 4/det (x-471). 
203**. Calculer par rapport à la mesure de Wiener sur C[0, 1] l'intégrale 
de la fonction 


F(x) = exp {20 — b°? i xX(0) di, 


264*. Désignons par Col0, 1] l’espace des fonctions x(f) continues sur 
l'intervalle [0, 1] et telles que x(0) = 0. Montrer que l’espace C[0, 1] peut 
être identifié au produit RXC,[0, 1] de façon telle que la mesure de Wiener 
u se transforme en u:1 X Lo, Où u est la mesure ordinaire de Lebesgue sur R 
et u, une mesure sur Col0, 1]. 

205**. Soit uo la mesure de l’exercice 204*#, Calculer les intégrales : 

a) [ duo(x) ; 


Col0, 1] 


b) n X(€) an duo(x) ; 


Col0, 1] LO 


c) | | | (9 al duo(x). 


Col0, 1] | 0 
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206. a) Supposons que f est une fonction mesurable bornée sur un 
ensemble X et qu’il existe des constantes À = 0 et x = 1 telles que 
ufx EX : |f(x)| = €} < A/et pour € — 0. Montrer que la fonction f est 
intégrable par rapport à la mesure u. 

b) Soit donnée une fonction mesurable f sur un ensemble X de mesure 
finie. Supposons qu’il existe des constantes 4 = 0 et «x — Î telles que 
ux EX: [f(x = M < A/M* pour M — 0. Montrer que la fonction 
fest intégrable par rapport à la mesure y. 

207. a) Montrer que la décomposition de presque tout nombre réel x en 
une fraction continue (voir exercice 130) nous conduit à une suite indéfinie 
ngf. 
nu Soit donnée une suite de nombres positifs {ak}. Considérons l’en- 
semble M({a-}) des réels x € [0, 1] pour lesquels la décomposition en une 
fraction continue est telle que 7j = 4. pour tous les k. Quelle condition 
doit remplir {a} pour que la mesure de l’ensemble M({a,}) soit nulle ? 

2. Fonctions à variation bornée et intégrale de Lebesgue-Stieltjes. 

208°. Prouver les propriétés suivantes de la variation totale : 


a) pour toute constante x et toute fonction f à variation bornée on a 
Varé (af) = |æ| Varc(f) ; 

b) si fet g sont des fonctions à variation bornée, alors f+g est également 
une fonction à variation bornée et de plus 


Vare (f+8) = Vars (f)+Varé (g) ; 
c) si a < b < cet f est une fonction à variation bornée sur l'intervalle 
[a, c} alors 
Varé (f)+ Vars (f) = Vars (f) : 
d) si f est une fonction monotone, alors 
Vare(f) = | f(a)-f(b)!. 


209. Vérifier si est bornée la variation des fonctions suivantes sur l’in- 
tervalle [O, 1] : 


Xsinl/x pour 0<x=<l, 
a) f(x) = | 
0 pour = 0; 
x sin 1/x pour 0<x=<=l, 
b) f(x) = 
0 pour x— 


210. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction à 
variation bornée sur un intervalle fermé est au plus dénombrable et n’est 
composé que de points de discontinuité de première espèce. 

211. Montrer que toute fonction à variation bornée sur un intervalle 
fermé est mesurable-Lebesgue. 

212°. Montrer qu’une fonction dont la dérivée est bornée sur un inter- 
valle fermé est une fonction à variation bornée. 


11 
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213*. Supposons qu’une fonction f possède une dérivée intégrable- 
Riemann sur un intervalle [a, b]. Montrer que 


b 
Varé(f) = [If Cl ax. 


214. Trouver les variations suivantes : 
Varÿ(e*), Var?(Inx), Varé(cosx), Varl,(x—x). 


215. Soit ® une fonction continue à gauche à variation bornée sur un 
intervalle [a, b]. Montrer que la fonction ® se représente de façon unique par 
la somme À = D5+0:, où Do est une fonction continue à variation bornée et 


une fonction dite fonction de sauts : D1(x) = Ÿ cx0(x—ax), où {a} est 
k=1 


un sous-ensemble fini ou dénombrable quelconque de [a, b}, 6(x) la fonction 


O0 pour x=0 


de Heaviside qui est définie par (x) — et {c;} une 


1 pour x—0 
suite numérique quelconque telle que 2 [Cx] < ©. 


216. Montrer que 

a) le produit de deux fonctions à variation bornée est une fonction à 
variation bornée ; 

b) si f(x) = « — 0 et f est une fonction à variation bornée, il en est de 
même de la fonction 1/f. 

217. La fonction o(f) sera-t-elle à variation bornée sur l'intervalle [0, 1] 
si la fonction f l’est et la fonction y 

a) est continue sur l’axe numérique tout entier ? 

b) est à variation bornée sur l’axe numérique tout entier ? 

218°. Soient E un sous-ensemble de l'intervalle [0, 1], 7 la fonction 
caractéristique de Æ. Montrer que 7 est à variation bornée si et seulement si 
la frontière de E est un ensemble fini. 

219*. Soient f et g deux fonctions continues à variation bornée sur un 
intervalle [a, b]. Montrer que l’ensemble {f(x}, g(x)}, x € [a, b], ne peut 
recouvrir un carré. Ceci est-il vrai si l’on s’affranchit de la condition de 
variation bornée ? 

220°. Etablir les propriétés suivantes de l’intégrale de Riemann-Stielties ; 

a) si ® est une fonction à variation bornée et f une fonction intégrable 
par rapport à ®, alors 


! b 1 
| [7 G)420)| < sup 1/1 Var (9); 
b) si ®, et ®2 sont des fonctions à variation bornée et j une fonction 


intégrable par rapport à ®: et >, alors elle l’est aussi par rapport à ®, où 
D = D,i+ Do, et 


b B b 
MO OBHOL OM MOL 20) 
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221. Soient ® une fonction à variation bornée sur un intervalle [a, b] 
discontinue en c € Ja, b[, f une fonction intégrable au sens de Riemann- 
Stieltjes par rapport à ®. Montrer que la fonction f est continue en c. 

222. Montrer que si ® est une fonction à variation bornée sur un inter- 
valle [a, b], non nulle en un nombre fini ou dénombrable de points de 
Ja, b[, alors pour toute fonction f continue sur [a, blon a 


b 
Î f(x) dB(x) = 0. 
a 
223. Montrer que si une fonction f est continue, alors l'intégrale de 


b 
Riemann-Stieltjes Î f(x) d®(x) ne dépend pas des valeurs prises par la 


a 
fonction ® aux points de discontinuité appartenant à ]a, bf. 
224. Etablir la formule d'intégration par parties pour l'intégrale de 
Stieltjes : 


b 1b b 
FO &Q = fe] — [ CG). 


225. Soient f(x) une fonction continue sur un intervalle [a, b], g(x) une 
fonction possédant partout sur [a, b] sauf en un nombre fini de points 
C1, ..., Ck Une dérivée sommable-Riemann g’(x)}. Montrer que sous ces 

b 


conditions l'intégrale de Riemann-Stieltjes Î f dg existe et est donnée par la 
a 


formule 
b b 
[de = | fe dx+f(a)[g(a+0)-g(a)]+ 


k 
+/f(b) [g(b)—g(b —0)]+ > (Cm) Lg (Cm + 0) — g(Cm — 0). 


m= 
226°. Soit y, une mesure engendrée par une fonction continue monotone 


. Montrer que l'intégrale de Lebesgue J x du, est égale à l’intégrale de 
[a, b] 


b 
Stieltjes Il x de(x) et calculer-Ila. 


a 
227°. Calculer les intégrales de Riemann-Stieltjes 


0; 


Li = }xdg(x); gx) = d; 


tr 


* 1 
x€ ]—1,21, 
x € [2, 3], 
x € [0, 1/21, 


: 0, xe[1/2,3/21, 
12 — x? 4 a À | é NI = 
2 | 2 dg(x),  g(x) 2. x=3p. 
—2, x€]3/2,2]. 


11* 
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228°. Calculer les intégrales 


pa 


= [xdg(x, BR 


—2 


Il 


2 2 
2 fx? dg(x), 13 = Î (+1) dg(x), 


x+2, X€ 2 | 
2 X (S ]— Ï, Of, 
x?+3, XxE [0,2]. 


où g(x) 


229°. Soit f(x) une fonction continue sur l’intervalle [0, 1]. On appelle 
indicatrice de Banach N;\y) de la fonction f le nombre de zéros de l’équation 
f(x) = y (si ce nombre est infini on convient que N(y) =>). Montrer 
que N;(y) est une fonction mesurable-Lebesgue de y (voir exercice 152*) 


et que | N;(y) dy = Vark(f) si l’un au moins des membres de cette égalité 


a Ur, sens. 

230*. Soit w(x) un «escalier» de Cantor c’est-à-dire une fonction 
continue monotone sur l’intervalle [0, 1], constante sur tout intervalle 
complémentaire de l’ensemble triadique de Cantor et prenant les valeurs 
1/2%, 3/2k, 5/28, ..., (2F—1)/2F sur les intervalles de rang K. 


So 


À 
1 
É 
= à 
HO 1 ! 
ARS 
/ 
ph 1 | 
LE | 
Der 
po | 
5 D 1 | 
l U 1 | 
l | 1 | 
D 1 |! 
0 9 2 V3 23 9 8/9 T 


Calculer les intégrales : 
1 1 1 
a) Î x do(x) ; b) Î e* dp(x) ; c) Î sin ax d(x). 
Ô rs 0 


3. Propriétés de l’intégrale de Lebesgue. 
231°. a) Montrer que dans l’espace ZL:(%, u) la convergence entraîne 
la convergence en mesure. 


b) La réciproque est-elle vraie ? 
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2320, Soit f; € Li(X, u) une suite convergeant uniformément vers une 
fonction f(x). Prouver que si u(x) < , alors f, — f dans l’espace L1(X, u). 
Ceci est-1l vrai dans le cas où (4) = > ? 

233. Construire une suite de fonctions f, € L1[0, 1] possédant les pro- 
priétés suivantes : 

a) f(x) — 0 pour tous les x € [0, 1] ; 

1 


b) J | fn(x) | dx = C pour tous les n1 ; 


0 
c) la suite { f,} n’admet pas de limite dans L:[0, 1]. 
234, Soit X un ensemble de mesure finie {. Pour des fonctions mesu- 
rables f et g quelconques posons 


__f_@-e0) 
e(, 8) = | TG 800 duQ). 


Montrer que la fonction o jouit de toutes les propriétés de la distance sauf 
la séparabilité et que l’espace métrique M{[0, 1] correspondant est constitué 
de classes de fonctions équivalentes. 

235. a) Montrer que dans M{[0, 1] la convergence (voir exercice 234°) 
est confondue avec la convergence en mesure et que l’espace MIO, 1] est 
complet pour la métrique p( f, g). 


b) Montrer que la fonction 


oÙ(f,g) = [arctg|f(x)-2(x)] du(x) 
X 


définit une métrique sur l’espace A1[0, 1] (voir exercice 234°) et que la 
convergence pour cette métrique est confondue avec la convergence en 
mesure. 

236. Montrer que l’ensemble des fonctions caractéristiques des parties 
mesurables d’un ensemble quelconque est fermé dans L1(X, u). 

237. Soit {f,} une suite de fonctions non négatives sommables 
convergeant presque partout vers une fonction sommable f. Montrer que si 


Î fn du + Î f du pour n +, alors; f, + f au sens de la convergence dans 
X X 
l’espace L1(X, u). 


238*. Soient f € Li(X, u) et u(X) = 1. Montrer qu'il existe une fonc- 
tion monotone g(f) € Li1[0, 1] telle que pour tout f € [0, 1] 


inf. [SC du) = [at dr, 


l 


sup. [AC dut = [ aDdr. 
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239. Montrer que pour l'intégrale double 
J Î e-** sin x sin }y dx dy 
0 
existent les intégrales itérées et que les valeurs de ces intégrales sont con- 


fondues. L'intégrale double existe-t-elle ? 
240. Montrer que pour ui dé double 


[LE dx dy 


existent les deux intégrales itérées mais que leurs valeurs sont différentes. 
241. Montrer que pour l'intégrale double 
1 1 


les deux intégrales itérées existent et leurs valeurs sont confondues mais 
l'intégrale double n'existe pas. 
242. Posons 


{ 2 pour — ne 
2n 2n-1 , 2n Dr-1 LU 
= 1 1 1 1 
0 dans les autres cas. 


Montrer que 
J (fre pd} dx J (ft nas) dy. 


243**, Soit u une mesure borélienne non nulle sur l’ensemble des réels 
telle que pour tout f € R la mesure y, définie par la formule u,(4) = u(A4+#) 
est équivalente à u. (De telles mesures sont dites quasi invariantes par 
translation.) Montrer que la mesure y est équivalente à la mesure de 
Lebesgue. 

244*, Soient u une mesure sur %, f1, f2 des fonctions y-sommables 
réelles sur X. Définissons les charges »;, = fu par la formule v,(4) — 


— Î f; du, i = 1, 2. Montrer que ». et v, sont équivalentes si et seulement 


A 
Si UN1AN2) = 0,oùM={xEe X : fix) À 0}. 

245*, Soient y une mesure o-finie sur X, » une mesure définie sur la 
même o-algèbre et absolument continue par rapport à y (c’est-à-dire 
u(4) = 0 = »(4) = 0). Montrer qu’il existe une fonction p non négative 
u-mesurable telle que »(4) = Î o(x) du(x) pour tout ensemble mesurable 

À 
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À (les deux membres de l’égalité peuvent prendre simultanément la valeur 
+ co ). 

246*. Montrer que dans la droite réelle R il n’existe pas d’ensemble 
mesurable-Lebesgue tel que pour tout intervalle 


(ANA) = + ad). 


247*, Soit f € L\]a, b]. Montrer que la fonction F{x) = [ f(x) du(x) 


est presque partout dérivable et.F’(x) = f(x) pour presque tous les x € [a, b]. 

248**, On dit qu’une fonction réelle F sur un intervalle [a, b] est abso- 
lument continue si pour tout e = O il existe un à — 0 tel que pour toute 
famille d’intervalles {4;}, 4; = ]a, bi 1 = i < n de somme des longueurs 


< ô,ona > [F(a;)—F(b;)| = e. Montrer que 
i= 


a) la fonction absolument continue F est presque partout dérivable ; 
b) la dérivée f(x) = F’(x) est sommable sur l'intervalle [a, b] ; 
c) la formule de Newton-Leibniz 

b 


F(b)—F(a) = [ f(x) du(x) 


, a 
a lieu. 


249°, Montrer que les ensembles suivants sont denses dans l’espace 
Li1[0, 1] ; 

a) l’ensemble S(0, 1) des fonctions constantes par morceaux ayant un 
nombre fini de discontinuités ; 


b) l’ensemble des fonctions continues linéaires par morceaux présentant 
un nombre fin! de sommets 


N 
c) l’ensemble des polynômes P(x) = Ÿ axk ; 
k=0 


d) l’ensemble des polynômes trigonométriques 
N 


T(x) = ; Z,cuerire, 


250. Montrer que les ensembles suivants sont denses dans l’espace L:1(R) : 
a) les fonctions à support borné constantes par morceaux ; 
b) les fonctions à support borné continues ; 
c)** l’ensemble des fonctions de la forme P(x)e-*, où P est un polynôme. 
251. Soit f € L1(R). Montrer que Î [f(x+e)—f(x)! dx —+ 0 pour € + 0. 
R 
En d’autres termes la translation est une opération continue sur L1(R). 
252. On appelle produit de convolution ou convolée des fonctions fi 
et f2 sur la droite la fonction f définie par 


JG = Î AO A(-D4r 
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a) Montrer que si f1et f2 appartiennent à L1(R), l’intégrant est sommable 
pour presque tous les x et la convolée f appartient aussi à l’espace L:(R). 

b) Montrer que si l’une des fonctions /. ou /2 est bornée et l’autre som- 
mable, alors la convolée f est continue. 

253. Montrer que si l'intégrale d’une fonction sommable f étendue 
à un intervalle fermé quelconque est nulle, alors f est presque partout nulle. 


CHAPITRE 3 


ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 
ET OPÉRATEURS LINÉAIRES 


& 1. Théorie générale 


1. Topologie, convexité et semi-normes. 

254°. Montrer que dans un e.v.t. on peut définir une topologie par la 
donnée d’un système de voisinages de 0. 

255. Montrer que dans tout e.v.t. un ensemble fermé X et un point 
x é X possèdent des voisinages disjoints. 

256. Soient données deux normes p1(x) et p:(x) dans un espace vectoriel 
de dimension finie. Montrer qu’il existe une constante positive C telle que 


pa(x) = Cpa(x),  pa(x) = Cpi(x). 

257. Montrer que dans un espace vectoriel Z de dimension finie il 
existe une seule topologie pour laquelle Z est un e.v.t. séparé. 

258°. Montrer que si deux normes p(x) et g(x) se majorent l’une l’autre : 
CTip(x) = q(x) = Cp(x), C = 0, alors les systèmes de boules ouvertes 
B, et B, définissent la même topologie. 

259°. a) Montrer que si un ensemble À est ouvert et B un ensemble 
quelconque, alors l’ensemble 4+B est ouvert. 

b) Montrer que si À est un ensemble fermé et B un ensemble compact, 
alors l’ensemble 4+B est fermé. 

260. Citer un exemple d’ensembles fermés À et B pour lesquels 4+B 
n’est pas un ensemble fermé. 

261°. Soient A1, ..., A, des ensembles convexes, A1 .... À, des nombres 


fixes. Montrer que l’ensemble À — 2 À:A; est convexe. 


262°. Montrer que Héeon de toute famille d’ensembles convexe 
est un ensemble convexe. 

263. Soient À un ensemble borné quelconque sur le plan, B le disque 
unité x?+7? < 1. Montrer que l’ensemble «A4+BB, où « et B sont des 
nombres positifs arbitraires, est mesurable-Lebesgue et que, si À est con- 
vexe, 

u(xA+BB) = Sx?+Laf+xp?. 


Quelle est la signification des coefficients S et L ? 
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264*. Soient A1, ..., 4x des ensembles convexes bornés dans l’espace 
R'. Montrer que u(urA1+ ... +oxAr) est un polynôme homogène de 
degré n des variables &1, ..., œ. 

265. Soit L un espace vectoriel sur le corps K. Montrer que parmi les 
topologies séparées qui font de ZL un e.l.c. il en existe une plus forte appelée 
topologie convexe nucléaire et possédant les propriétés suivantes : 


a) toute fonctionnelle linéaire (c’est-à-dire une application linéaire 
f: L—- K)est continue ; 

b) la base des voisinages de 0 dans L est constituée de tous les ensembles 
convexes contenant 0 et découpant sur toute droite passant par 0 un inter- 
valle de longueur positive. 


266. Montrer qu’un ensemble B est boule unité pour une semi-norme p 
si et seulement s’il est convexe, équilibré et fermé pour la topologie convexe 
nucléaire (cf. exercice 265). 

267. Montrer que parmi les ensembles convexes B contenant 0 et dont 
la fonctionnelle de Minkowski p est donnée, il existe un plus petit ensemble 
B, et un plus grand B; (pour l'inclusion). 

268. Montrer dans les hypothèses de l’exercice 267 que B. est l’adhérence 
de Bo pour la topologie convexe nucléaire. 

269. Soient À un ensemble quelconque dans un espace vectoriel Z, 
C1(4) l'intersection de tous les ensembles convexes de Z contenant 4, 


ni 
C2(À) l’ensemble de tous les vecteurs de la forme x — 2 TX, OÙ X; € À, 


n quelconque, 7; non négatifs et tels que ÿ Ti = 1. Montrer que c:(4) = 
1 


= C2(4). Cet ensemble s’appelle enveloppe convexe et se note c(4). 


270. On dit qu’un ensemble M dans un e.v.t. L est borné si pour tout 
voisinage U de O il existe un & = O tel que eM CU. Montrer que dans 
l’espace semi-normé (L, {Pa} e 4) l'ensemble M est borné si et seulement 
s’il est borné pour chaque semi-norme p,, & € À. 

271. Montrer que dans un e.l.c. l’enveloppe convexe d’un ensemble 
‘borné est bornée. Citer un exemple montrant que cette propriété peut ne pas 
avoir lieu dans un e.v.t. 

272. Soit R° l’espace de toutes. les suites de nombres réels muni de la 
topologie de convergence en coordonnées (cf. exercice 276). Montrer que 
dans R° il n’existe pas d’ensembles bornés ouverts non vides. 

273. Dans l’espace C(R) des fonctions réelles continues introduisons 
le système dénombrable de semi-normes pn(f) = ne | f(x)! et posons 

x|=<N 


_N Pa(f- _Pa(f 8) 
d(f, g) = D 2= EPST. Pour quelles valeurs de r — 0 la boule de 


rayon Fr re un ensemble convexe dans C(R) ? 
274. Sur l’espace C(R) des fonctions réelles continues définissons une 
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distance par la formule 


— sup 0-80) 
A 8) = SUP TS GT 


La topologie définie par cette distance fera-t-elle de C(R) un e.v.t. ? 

275°. Montrer que le sous-espace BC(R) de C(R) (voir exercice précé- 
dent) composé de toutes les fonctions continues bornées sur la droite est 
un e.v.t. normable ? 

276. Désignons par R° l’espace de toutes les suites de nombres réels 
muni de la distance 


d({xr}, On}) = rs anal 


1+1x, —ysi 


Montrer que 


a) R° est localement convexe ; 
b) R° est dénombrablement normable ; 
c) R° n’est pas normable. 


2. Espaces duals. 


277°, Montrer que si une fonctionnelle linéaire est continue en un point 
quelconque d’un e.v.t., elle le sera en chaque point de cet espace. 

278. Soit L un e.v.t. 

Montrer que 

a) une fonctionnelle linéaire f sur L est continue si et seulement s’il 
existe un ensemble ouvert U © L et un nombre f, tels que f n’appartienne 
pas à l’ensemble f(U) ; 

b) une fonctionnelle linéaire f sur L est continue si et seulement si son 
sous-espace d’annulation Ker f = {x : f(x) = 0} est fermé dans Z. 

279. Montrer que si L est un espace normé de dimension infinie, il 
existe sur L une fonctionnelle linéaire discontinue. 

280. Supposons que dans un e.v.t. L il existe un système déterminant 
de voisinages de 0 dont la puissance est = dim Z. Montrer que sur L il 
existe une fonctionnelle linéaire discontinue. 

281°. a) Montrer qu’une fonctionnelle linéaire f sur un espace normé 
L est continue si et seulement si elle est bornée sur la boule unité de Z. 

b)* Montrer que pour qu’une fonctionnelle linéaire f soit continue 
sur un espace vectoriel topologique Z, il est nécessaire et, si L admet une 
base dénombrable en un point, suffisant qu’elle soit bornée sur tout ensemble 
borné. 
PAC 
xl 


282°. Montrer que |if || = sup possède les propriétés d’une 
xx#0 


norme sur L”’. 
283. Calculer les normes des fonctionnelles suivantes sur l’espace C[a, b] : 
b 


a) Z(x) = | xX(#) dt, 


a 
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b 


b) 1,65) = Î x) yO dt, 


c) F(x) = > Aix), 


où y est un élément fixé de Cfa, b], f1, fa, ...,/, des points distincts de 
[a, b], 1, . .., À, des nombres réels. 

284. Montrer que la norme d’une fonctionnelle f € L’ est inverse de la 
distance dans ZL de 0 à l’hyperplan f(x) = 1. 

285°. Montrer que tout espace vectoriel normé Z de dimension finie 
est réflexif. 

286. Montrer que tout sous-espace fermé d’un espace réflexif est réflexif. 

287. Montrer que l’espace co de toutes les suites de nombres réels tendant 
vers 0, muni de la norme p({x,}) = max |x,]| n’est pas réflexif. 

288°. Soit L un espace normé de dimension infinie. Montrer que la 
topologie faible de L n’est pas confondue avec la topologie forte. 

289*,. Soit L = l1(R) l’espace des suites de nombres réels muni de la 


norme p1({x,}) = Ÿ |x,|. Montrer que la convergence faible dans Z est 
n=1l 


confondue avec la convergence forte (cf. exercice 288). 

290. Un hyperplan P est un hyperplan d’appui d’un ensemble convexe 
K s’il a un point commun avec K et si K est situé tout entier d’un même 
côté de P. Montrer que l’ensemble des plans d’appui de la boule unité dans 
L s'applique biunivoquement sur les points de la sphère unité dans Z”. 

291. Supposons que dans un espace normé Z la boule unité B est un 
polyèdre convexe. Etablir une correspondance naturelle entre les faces de 
dimension k de B et les faces de dimension (n—k) de la boule unité B” dans 
L° 

292. On appelle corps convexe dans un e.v.t. L un ensemble convexe 
M de L tel que l’ensemble {xEMI|VyEL3e()ER: x+ty € M pour 
|t| < e(y)} ne soit pas vide. Deux corps convexes B et B’ dans R* sont dits 
duals si leurs fonctionnelles de Minkowski définissent sur R’ une structure 


d'espaces normés duals. [Nous identifions le vecteur (a1, ..., 4.) à la fonc- 


n 
tionnelle (x1, ..., Xn) > ÿ ax) 
i=1 


Montrer que la section de B par un plan k-dimensionnel P est duale à la 
projection de B” sur ce plan. 

293. Soient c l’espace de toutes les suites réelles {x,} admettant une limite 

lim x, muni de la norme ||{x,i|| = sup |x,| et co le sous-espace des 


suites tendant vers 0. Montrer que les espaces c” et ©; sont isomorphes à 
l’espace /:(R) et que les espaces c et co ne le sont pas entre eux. 

294. Montrer les isomorphismes /,(K) = /{K), où pE[l, æf[, g = 
= p/(p—1), K=RoucC. 
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295. Montrer que L.(K)" n’est pas isomorphe à /:(K), K = R, C. 

296. Soient L. et L: des espaces normés dont les éléments s’écrivent sous 
forme de vecteurs colonnes de longueur #1 et r1: respectivement. Un opérateur 
À € L(L1, Le) peut alors être représenté par une matrice de n1 colonnes et no 
lignes, de sorte que À agit sur x € L. comme une multiplication matricielle à 
gauche par 4. Montrer que les espaces L; et L, s’identifient aux espaces 
de vecteurs lignes de longueur n1 et n2 respectivement de telle sorte que 
opérateur 4” agit comme une multiplication à droite par la matrice À. 

297. a) Montrer que l’espace C[0, 1] ne peut être plongé isométriquement 
dans /,(R) pour 1 =p <<. 

b) Construire une injection isométrique de C{[0, 1] dans Z.(R). 

298**, a) Montrer qu’un espace de Banach Z est réflexif si et seulement 
si sa boule unité est faiblement compacte. 

b) Soient L un espace de Banach réflexif, Lo un sous-espace fermé de Z. 
Montrer que Lo et Li = L/L,o sont réflexifs. 

299*, Montrer qu'il n’existe aucun espace normé dont C{a, b] soit le 
dual. 


3. Théorème de Hahn-Banach. 


300. Montrer que si un e.v.t. L: est séparé et de dimension finie, toute 
application linéaire Li — Le, où L: est un e.v.t. quelconque, est continue. 

361. Soient P l’espace de tous les polynômes de x à coefficients réels, 
U, (resp. U-_) le sous-espace des polynômes de coefficients supérieurs 
positifs (resp. négatifs). Montrer que VU}; et U_ sont convexes mais ne sont 
séparés par aucun hyperplan. 

302. Montrer que des ensembles À et B fermés convexes disjoints dont 
l’un est un compact sont strictement séparés par un hyperplan. (En d’autres 
termes 1l existe une fonctionnelle linéaire continue f et des constantes 
C1 < catelles que f(x) = c1sur Aet f(x) = casur B.) 

303°. Soient L un espace vectoriel normé par p, L’ l’espace dual de norme 
P', L” l’espace dual à L’ de norme p”. À tout x € L associons un élément 
F,€ L” à l’aide de la formule F,(f) = f(x) pour f € L’. Montrer que 
P'(Fx) = p(x). 

304°. Soit L un espace normé de dimension finie. Montrer que L et L” 
sont isomorphes (c’est-à-dire qu’il existe une application isométrique linéaire 
de Z sur L””). 

305. Montrer que tout espace vectoriel normé est isométrique à un 
sous-espace d’un espace de la forme C(X), où C(X) est l’espace des fonctions 
continues sur un compact * de norme {| f || = max | f(x). 

xexX 


306“. Montrer le théorème de Riesz suivant. Pour qu’il existe sur un 
espace réel normé ZL une fonctionnelle linéaire f de norme = 1 prenant les 
valeurs c1, ..., c, sur les éléments x1, . .., x, respectivement, il est nécessaire 
et suffisant que A1C1+ ... +Ancn = || AiXi+ ... +2,Xx,|| pour tous nombres 
réels A1, . . . Âme 

307. Construire une injection isométrique de /,(2, R) dans l’espace 
C0, 1] pour p = 1,2, . 
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308. Montrer qu’il existe une injection isométrique de /,(n, R) dans 
L(R). 

309. Soit L.(R) l’espace des suites réelles bornées {x,}, n = 1, 2, 
Montrer qu'il existe une fonctionnelle linéaire LIM € Z.(R}) possédant les 
propriétés suivantes : 

1) sup x, = LIM {x,} = inf x, ; 

2) si existe lim x, = a, alors LIM{x,} = a; 


3) LIM {x,41} = LIM {x,}. 

310. Montrer que les propositions de l’exercice 309 se généralisent au cas 
de suites bilatérales {x,}, n € Z. 

311. Soient L un espace normé, T un opérateur linéatre inversible dans L 
tel que 


p(T"x) = cp(x}, VxEL, n = 0, +1, 


Montrer qu’il existe une norme P dans Z équivalente à p pour laquelle 
opérateur T est isométrique. 

312. Soit L un espace localement convexe. Montrer qu’il existe une in- 
jection continue de ZL dans un produit de droites R°, où x est une puissance 
assez élevée. (En d’autres termes, tout espace localement convexe peut être 
décrit par des coordonnées.) 

313*. Soit t_ B(R”) un ensemble de fonctions réelles bornées sur R’ de 
ue | f(x). Montrer qu'il existe une fonctionnelle linéaire 


LIM € B(R’)’, Sos dant les propriétés suivantes : 
a) inf f(x)= LIM (x) = sup f(x) ; 
R2 R* 
b) si existe lim f(x) = a, alors LIM jf (x) = a ; 


X| — © 

c) LIM f ee y) = LIM f(x) pour tout y € R’. 

314. Montrer que dans l’espace R’’, il existe une mesure finiment-additive 
définie pour toutes les parties bornées de R’, invariante par les translations 
et confondue avec le volume ordinaire sur l’ensemble des parallélépipèdes. 

315°. Montrer que dans un espace localement convexe Z, une variété 
linéaire X est dense si et seulement si toute fonctionnelle linéaire f € L’ nulle 
sur X est identiquement nulle. 

316. Montrer que dans un espace localement convexe Z, tout ensemble 
convexe fermé est l’intersection d’une famille de semi-espaces de la forme 
f)=coù fer, ceRk. 

317. Représenter la boule unité de Z,(n, R) par l'intersection d’un nombre 
dénombrable de semi-espaces. 

318*. Soit IN un cube N-dimensionnel défini sur R" par les équations 
|x;l <1, 1</<N. Montrer que tout ensemble convexe borné sur le 
plan peut être approché avec n’importe quelle précision par une section à 


deux dimensions de 7%, (De façon plus précise, pour tout € — 0 et tout 
ensemble convexe V € R° il existe un N et une injection œ: R°? —+ RM tels 
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que les fonctionnelles de Minkowski des ensembles U et V = (IN) 
soient reliées par les inégalités 1—e < PE de 


F 

319. Construire l’injection isométrique de /,(n, R) dans C{0, 1] pour tout 
PE [L, co ]. 

320. Théorème de Helly. Montrer que si une famille d’ensembles convexes 
de R" est telle que n+1 de ses ensembles ont un point commun alors tous 
ses ensembles ont un point commun. 

321. Définissons une topologie sur l’espace C[0, 1] en prenant pour base 

1 


des voisinages de 0 les ensembles U, = 1 f € C[0, 1] : l 1/1 f 9] dx < e) 


0 
Montrer que toute fonctionnelle linéaire continue est nulle sur l’espace 
topologique obtenu. 
322*. Soient L un espace localement convexe, X un ensemble de mesure u, 
fune fonction sur X à valeurs dans L. On dit que f'est faiblement mesurable si 
la fonction numérique F(f(x)) est u-mesurable pour tous les F € L’. Unélé- 


ment y € L est dit intégrale faible de f par rapport à la mesure y sur l’en- 
semble X si F(f) — J F(f(x)) du(x) pour tous les F € L’. Montrer : 
x 


a) l’unicité de l’intégrale faible ; 

b) l’existence de l’intégrale faible dans le cas où ZL est un espace de 
Banach réflexif et la fonction || f || sommable par rapport à la mesure 
sur X. 


4. Espaces de Banach. 
n 1/p 

323°. Montrer que ||x||, = D xxlr) n’est pas une norme pour 
k=1 


p<letn= 2. 


324. Montrer que /,(K) est un espace de Banach séparable pour 
1<p< et K = R ou C. 

325. Montrer que l’espace /.(K) de toutes les suites bornées {x;}, 
Xh € K, muni de la norme ||{x,}|| — sup|x,| est un espace de Banach non 


séparable. : 
326. Montrer qu’un espace normé L est de Banach si et seulement si 


toute série » x; telle que Ÿ ||x;|| < < converge dans L. 


327°, Soit Lo un sous-espace fermé d’un espace de Banach ZL. Montrer 

que la formule ||x|l1 = inf ||y|| définit une norme sur l’espace L1 = L/Lo. 
y—x € Lo 

328. Montrer que l’espace L1 défini dans l’exercice 327 est de Banach. 

329*, Soient ZL un espace normé, Lo un sous-espace fermé de L, L1 — 
— L/]Lo la norme dans ZL; étant définie comme dans l’exercice 327. Si Lo et 
Li sont des espaces de Banach, en sera-t-il de même de l’espace L ? 

330*. Montrer que tout espace de Banach séparable sur un corps X est 
un espace quotient de /1(K) par Z, où /C li(K). 

331°. Montrer qu’un espace normé L est non séparable si et seulement 
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s’il renferme un ensemble non dénombrable de boules deux à deux disjointes 
de rayon I. 

332. Soient L un espace normé, L. un sous-espace de L de dimension finie. 
Montrer que pour tout point x € L il existe un point y € L1 tel que la 
distance de x à y est égale à celle de x à L1. 

333*. Calcuier la distance d’un point x”E€ C[-—1, 1] au sous-espace 
P,_1 € C[-—1, 1] des polynômes de degré <= n. 

334. Soient L un espace de Banach, Z4 une partie fermée de ZL. On dit 
qu'un vecteur x € L est une e-perpendiculaire à L, si pour tout y € Lo on a 
Ix+y|| = (1—e)!|x]l. Montrer que tout sous-espace propre Lo possède 
une e-perpendiculaire quel que soit € = 0. 

335. Déduire à partir de l’exercice 334 la non-compacité de la boule 
unité d’un espace de Banach de dimension infinie. 

336. Montrer que l’existence d’une O-perpendiculaire à un sous-espace 
Lo défini par l'équation f(x) = 0, f€L’, équivaut à l'existence de 

max |f(x)|. 


x|| <1 
ji 337. On dit qu’un sous-espace L, d’un espace de Banach de L est complé- 
mentable s’il existe un sous-espace fermé L. € L tel que L = Z,5@L; (la 
somme algébrique directe). Montrer que 

a) tout sous-espace de dimension finie est complémentable ; 

b) tout sous-espace de codimension finie est complémentable ; 

c) l'espace /.(K) est complémentable dans tout espace de Banach le 
contenant ; 

d) si Z/Lo est isométrique à /1(K), alors Lo est complémentable. 

338*. Montrer que l’espace /,(n, R) est linéairement isométrique à l’es- 
pace 2,.(n, R) si seulement p1 = po. 

339. a) Montrer que la norme p1@p2 peut être définie par la formule 

N 


p1®pa(x) = inf > paye) pazx), où la borne inférieure est prise sur tous les 
K=1 


N 
représentants x de la forme D yrx@zx xx € Li, Yr € Le. 
k=1 


b) Montrer que la norme p1@ p2 est définie par la formule p1@pa(x) = 
= sup f.@f(x), où la borne supérieure est prise sur tous les fi € Li, 
f2 € Le avec la condition p:( fi) = 1, px{ fe) = 1. 

340. a) Soient L1 et L2 des espaces vectoriels sur un corps K. Considérons 
la catégorie Æ dont les objets sont les applications bilinéaires 4 : LiXLe —+ L, 
où L est un espace vectoriel sur K (cet espace n’est pas le même pour 
chaque objet). On appellera morphisme d’un objet 4: LiXLo + L dans un 
objet B: L1XL: — M une application linéaire œ : L — M telle que le dia- 
gramme 


soit commutatif. 
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Montrer que A0: LiXLe + Li@Lo: (1 Xe) > x1@ X2 est un objet 
universel dans X. 

b) Soient L: et L2 des espaces de Banach, £ 1a catégorie des applications 
bilinéaires À : LiXL2r- L de norme = 1. Les morphismes sont définis 
comme dans l’exercice 339 avec la condition subsidiaire |[g|| = 1. Montrer 
que l'application 40 : L1iXLo + L1@Lo : (Xx1, X2) > (x1@ X2) est un objet 
universel dans la catégorie “£. 

341*. Soient Li = lon, R), Le = om, R). Identifions l’espace L1@ Le 
à l’espace des matrices d’ordre nXm de la manière suivante. On écrira les 
éléments de L: sous la forme de vecteurs lignes et ceux de L1 sous la forme 
de vecteurs colonnes. À l’élément x@ y est alors associée la matrice x.y. 
Supposons qu’à un élément a € L1@ L: est associée la matrice 4. Montrer 
que la norme de l’élément a dans l’espace L1@ L2 peut être calculée par la 
formule [lal| = 524 ... +572, k = min(n,m), où s; sont les valeurs 
propres de la matrice A4’ (resp. 4”A) rangées par ordre de décroissance si 
k = n(resp. k = m). 

342. Montrer que dans les hypothèses de l’exercice 341, la norme de 
l'élément a € L1@ L2 est confondue avec celle de la matrice 4 comme opéra- 
teur de Z(m, R) dans 2, (n, R) et est égale à 54°? 

343. Soient L1 et L2 des espaces de Banach. Montrer qu’il existe une 
injection isométrique naturelle de Zi@L; dans l’espace 2(L;, Le). 

344, Montrer que l1(n, R)& l1(m, R) est isomorphe à /1(mn, R). 

345. Montrer que L.(n, R)@ /.(m, R) est isomorphe à Z.(mn, R). 


$ 2. Opérateurs linéaires 


1. Espace des opérateurs linéaires. 

346°. Supposons que dans l’espace /(R) un opérateur P, est défini par la 
formule P;({x,)) = {enrxn}, Où eux = 1 pour k < n et ex = 0 pour £ = n. 
Lesquelles des convergences suivantes ont-elles lieu pour k + : a) P, = 0, 
b)Px + 0, c)Pr 07? 

347°. Soit e1, ...; en, ... la base canonique de l’espace Z(R). Définissons 
un opérateur 4, par la formule 


: e1 Si kKk=n, 
n€k — À 
d O0 si kzZn. 


Montrer que || 4,[| = 1 et que 4, — 0 pour ñn +, 
348°. Dans les hypothèses de l’exercice 347 définissons un opérateur B, 
par la formule 
En Si k= I, 
Bey = ; 
O0 si kzZ Il. 
Montrer que ||[B,|| = 1, B,— O0 pour ñn—+< mais que s-lim B, 


n — 00 


n'existe pas. 
12 
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349°. Montrer que la multiplication d’opérateurs est continue pour la 
topologie uniforme : si 4, = AE L(Lx, Lo), B, = B € L(Lo, Li), alors 
AnBh — AB € (Lo, La). 

3500. Soient L1 et Z2 des espaces de Banach. Montrer que si 4, — 
— À € P(L1, Lo), alors les normes des opérateurs 4, sont bornées dans 
leur ensemble. 

351. Montrer que si An + AE L(Lu, Lo), By > B € L(Lo, Li) alors 
AnB;h + AB € L(Lo, Lo). 

352*, Montrer que la multiplication d’opérateurs 

a) n’est pas continue pour la topologie forte de l’espace End L si L est de 
dimension infinie (une comparaison avec le résultat de l’exercice 351 montre 
que la topologie forte dans End L n’est pas définie par une suite convergente): 

b)est continue pour la topologie forte sur la boule unité de l’espace 
End L. 

353. Citer un exemple de suites d’opérateurs 4, — 0, B, — 0 telles que 
A,PB, ne converge pas faiblement vers 0. 

354. Supposons qu’un espace de Banach Z se décompose en une somme 
algébrique directe L = Li+L:. Montrer que tout projecteur sur L parallè- 
lement à ZL: est borné si et seulement si L1 et L2 sont fermés dans L. 

355. Montrer qu’un opérateur P dans un espace de Banach L est un 
projecteur sur un sous-espace fermé L1 parallèlement à un sous-espace fermé 
L, si et seulement s’il est borné et vérifie la relation P? = P. 

356°. Montrer la relation || 4B|| <||4||||B|| pour 4€ £2(L:, Lo). 
B € L(Lo, Li). 

357. Montrer que Z(L:1, Lo) est un espace de Banach. 

358°. Soit À un opérateur de multiplication par une fonction mesurable 
bornée a(x) sur l’espace ZL,(X, u). Montrer que À est borné et calculer sa 
norme. 

3590. Calculer la norme de l’opérateur identité de Z,[a, b] dans L,{a, b] 
pour p = q. 

360*. Pour quelles fonctions a(x) l’opérateur de multiplication par a(x) 
est-il un opérateur continu de Z,[0, 1] dans Z,[0, 1] ? 

361. Soit T(f) un opérateur de translation dans L,(R), 1 = p < « : 
TO fQ) = fx+0. 

Montrer que T(#) + T(to) pour # + to. Est-il vrai que T(?) = T(fo) pour 
l—+ fo ? . 

362*. Soit À(?) une fonction opératorielle différentiable sur R à valeurs 
dans End L et supposons que dim L = «, 

Montrer que toutes les solutions de l’équation différentielle A4’(f) = 
— CA(, où C € End Z sont de la forme A(r) = e!C As, où 40 € End L et 


ki” 
k=0 % 

363**, Soit A(?) une fonction opératorielle continue sur R à valeurs dans 
End Z, dim Z = , Montrer que toutes les solutions de l’équation fonction- 
nelle A(?) A(s) = A(t+s) sont de la forme A(f) = e€, où C € End L. 
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364*. Montrer que la proposition de l’exercice 363 est mise en défaut si 
dimZL=, 

365. Soit À un opérateur linéaire de L1 dans Z2 envoyant toute suite 
fortement convergente dans une suite faiblement convergente. Montrer 
que À est borné. 

366*. Soit À un opérateur de L: dans L2, continu pour les topologies 
faibles de Let L2. L'opérateur À sera-t-il continu pour les topologies fortes ? 

367. Soient K(x, y) une fonction continue sur le carré unité de R°, 4 un 
opérateur de L,[0, 1] dans ZL,[0, 1], 1 = p, qg < , défini par la formule 

1 


(Af) (x) = [ES (x, y) f (y) dy. Trouver l’opérateur adjoint 4°: L,1{0, 1] + 


0 
+ L,[0, 1], où p° = p/{(p—1), g° = g/(g—1). _ 
368. Soit P: C[0, 2] + C[0, 1] un opérateur de restriction. Trouver 
l’opérateur adjoint P” : V[0O, 1] + V[0, 2]. 
2. Ensembles compacts et opérateurs compacts. 


369. Montrer que les propriétés suivantes d’un ensemble À d’un espace 
topologique X sont équivalentes : 


a) À est compact ; 

b)tout ensemble infini À contient une suite généralisée convergeant 
vers un élément de À ; 

c) toute famille centrée de parties fermées de À possède une intersection 
non vide. (Une famille d’ensembles est dite centrée si toute sous-famille 
finie possède une intersection non vide.) 

370. Calculer la dimension approchée de l’ensemble triadique de Cantor X. 


L'ensemble X est l’intersection d’un nombre dénombrable d’ensembles 


X,, où *, est l’intervalle obtenu à partir de [0, 1] par élimination de 3-1 
intervalles de la forme É , un! C2: 5} 

371°. Soit K un ensemble convexe dans un espace vectoriel Z. On dit 
qu’un sous-ensemble À € K' est exftrémal si tout intervalle fermé de K et de 
milieu dans À est entièrement contenu dans 4. Montrer que l’intersection 
d’une famille quelconque de sous-ensembles extrémaux soit est vide soit 
est un sous-ensemble extrémal. 

372. Soit K un compact convexe. Montrer que l’ensemble de ses parties 
extrémales fermées (voir exercice 371) ordonné par l'inclusion admet un 
plus petit élément. 

373. Soit K un ensemble borné convexe fermé dans un espace localement 
convexe L, À le plus petit élément de la famille des parties extrémales fermées 
de K (voir exercice 372). Montrer que À est constitué d’un seul point. 

374. Montrer qu’un compact convexe K d’un espace localement convexe 
L admet au moins un point extrémal. 

375*, Démontrer le théorème de Krein-Milman, savoir que tout compact 
convexe K d’un espace localement convexe L est confondu avec l’adhérence 
de l’enveloppe convexe de ses points extrémaux. 


12° 
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376°. Trouver les points extrémaux de la boule unité dans l’espace 
L(n,R),1=<=p=<. 

377°. Trouver les points extrémaux de la boule unité dans les espaces 
cet co (voir exercice 293). 

378. Montrer que les espaces c et co (voir exercice 293) ne sont duals 
d’aucun espace vectoriel normé. 

379. Démontrer l’analogue suivant du théorème d’Ascoli-Arzela : 
soit B(T, X ) l’espace métrique des fonctions bornées sur un ensemble T à 
valeurs dans un espace métrique compact X ; la distance sur B(T, X) est 
définie comme d(f, g) = sup dx(f(®), g(ê)), où dx est la distance sur X. 

tET 


Pour qu’un ensemble M € B(T, XÀ) soit précompact 1l est nécessaire et 
suffisant que pour tout € — O il existe une partition finie de l’ensemble 
T: T=Ti1t]... UT, telle que toute fonction f € M varie d’une quantité 
< € surtoute partie T;;. 

380. Trouver les points extrémaux de l’ensemble S des matrices bisto- 
chastiques d’ordre n. (Une matrice est bistochastique si ses éléments sont 
positifs et si la somme des éléments de chaque colonne et celle des éléments 


de chaque ligne sont égales à 1.) 
381°. Montrer que dans un espace normé de dimension infinie l’opérateur 


identité n’est pas compact. 

382°. Montrer que dans un espace normé de dimension infinie l’inverse 
d’un opérateur compact n’est pas borné. 

383. Soit donné dans L(R), 1 = p = +, un opérateur À par la formule 
A{Xn} = {a,XA}, où {a,} est une suite bornée de réels. Montrer que l’opérateur 
A est compact si et seulement si lim a, = 0. 

n — 00 

384. Montrer que l'opérateur À défini par A4f(x) = x:f(x) n’est pas 
compact dans l’espace CO, 1]. 

385. L1 et L2 étant des espaces de Banach et 4 € L(L1, L2), montrer que 


la compacité de 4” entraîne celle de À. 
386°. Soit K(x, y) une fonction continue sur le carré unité de R?. Montrer 
1 


que l'opérateur 4 de C[0, 1] défini par la formule 4f(x) = | K(x, y) f (y) dy 
0 


est compact. 
387. Soit KE LAXXY, uXyv). Montrer que l’opérateur 4 de L:(Y, ») 
dans L:(X, u) défini par Af(x) = ÎK (x, y) (>) dr(y) est compact. 


Ÿ 
388*. Supposons qu’un opérateur T de L,]0, -[, p — 1, est défini par la 
formule Tf(x) = _ ( f(® dt. 
0 


Montrer que T'est borné mais n’est pas compact. Trouver la norme de T. 

389. Soit L un espace réflexif. Montrer que l’opérateur T'€ End L qui 
envoie une suite faiblement convergente dans une suite fortement conver- 
gente est compact. 
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390. Soit ( un domaine de R’. Montrer que l’opérateur d'immersion de 
Ck+1(0) dans C“(Q) est compact. 
391. Un OPICE compact À peut-il être solution de l’équation 


algébrique ÿ CxAF = 0 (on convient que 4° = 1) ? 
K=0 


3. Théorie des opérateurs de Fredholm. 

392. Soit À un opérateur de /,(R) défini par la formule A{x,} = {a,x,}, 
où {a,} est une suite fixée de réels. Quelle condition doit remplir {a,} pour 
que le sous-espace im À soit fermé dans /,(R) ? 

393°. Soit T'un opérateur de Z,(R) défini par la formule T{x,} = {xy4a}. 
Trouver le noyau et le conoyau des opérateurs T4, k = 1,2,.. 

394*, Soient P un polyèdre dans R5, Y4 l’ensemble de ses faces orientées 
k-dimensionnelles (les sommets, les arêtes, les faces et le polyèdre lui-même 
sont des arêtes respectivement 0-dimensionnelles, 1-dimensionnelles, 2-di- 
mensionnelles et 3-dimensionnelle), Z, l’espace des fonctions réelles sur X4. 
Si l'E Xx-1, À € X4 définissons le nombre e(l”, À) en le posant égal à O si T° 
n'appartient pas à la frontière de À et à + 1 dans le cas contraire. Le signe de 
el, À) dépend de l'orientation de L' et de À. Soient ex, ..., ex_1 une base 
définissant l’orientation de Z'; fi, ...,fL une base définissant l’orientation 
de À et telle que les vecteurs ji, ..., fr_1 soient situés dans le plan l' et le 
vecteur 4 soit transversal à J” et orienté vers l’extérieur de À. Alors e( 7", À) 
est égal au signe du déterminant de la matrice de passage de e1, ..., ex_1 à 
1 ..., fk-1. Définissons l’opérateur d,: Lr_1 — Lx par la formule 


af@= ET, AD) 


&—1 
Montrer que la suite 
d do d 
0 + Lo Li Lo + La — 0 
est semi-exacte et calculer ses cohomologies pour les polyèdres élémentaires 
(simplexe, cube, cube avec un trou, cube avec une nappe). 


395. Soit CET) l’espace des fonctions définies sur un cercle T admettant k 
dérivées continues et de norme 


PAR ner UfO1 IPOL..., 000. 


Montrer que la suite 
0 > CT) CET) > 0, 


où d'est l’opérateur de différentiation, est semi-exacte et calculer ses coho- 


mologies. 
396. Soient 


Dis LA SP PSE 20 


une suite semi-exacte d’espaces de dimension finie, H4 l’espace de ses coho- 
mologies pour À = O0, 1,...,n. 
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Prouver l’identité d’Euler 
n ; L2 | 
Ÿ (—1)f dim Lx = Ÿ (—1)f dim H4. 
K=0 Kk=0 


397**, Soit donnée une suite 


T' Tr+ 
LiDE. Eee Lys + ... 


d’espaces de Banach et d’opérateurs continus. Montrer que si la suite duale 


T:. TL: 
’ x U k--1 
HE Le TT LH 


’ 
Les + +... 


est exacte, il en est de même de la suite initiale. 
398*. Soit donnée une suite semi-exacte 


Tr Tr +1 
lie. Li. 


d'espaces de Banach et d’applications continues telles que T4+1(Lx) soit 
fermée dans Lz:1. Montrer que la suite duale est semi-exacte et que les 
espaces de cohomologies de la suite duale sont duals des espaces de coho- 
mologies de la suite initiale. 

3990, Construire un opérateur quasi-inversible de l’opérateur T' de 
l’exercice 393. 

400°. Soit T' un opérateur de différentiation de la forme 


r- (dj ra (4) +. sa 


de C*+"[0, 1] dans C#[0, 1]. Montrer que Test un opérateur de Fredholm et 
calculer son indice. 

401. L'opérateur de multiplication par une fonction continue a{(x) dans 
l’espace C{[0, 1] est-il de Fredholm ? 

402*, Soit L l’espace des fonctions harmoniques continues jusqu’à Îa 
frontière dans un domaine { € R° limité par une courbe différentiable 7”. 
Montrer que l’opérateur de restriction P: L — C([”) est de Fredholm et 
calculer son indice. 

403. Soient {2 un domaine borné dans le plan complexe, H(Q) l’espace 
des fonctions holomorphes dans @ et continues dans 9, a(z) une fonction 
holomorphe dans un voisinage de Q. Montrer que l’opérateur de multi- 
plication par a(z) est de Fredholm dans H({) et trouver son indice. 

. Trouver toutes les solutions de l'équation intégrale f(x) = 

2 


= Î cos (x— y) f (y) dy dans l’espace C[0, x/2]. 
0 
405°. Pour quel membre second g € C[0, x] l'équation intégrale 


FO) Î sin +3). F0) dy = #0) 


admet-elle une solution dans l’espace C[0, x] ? 
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406°. Pour quelles valeurs de 1€ R l'équation 
b 
fQ)—12 [ e%-"f(y) dy = 1 


admet-elle une solution dans Z,{a, b], 1 = p < ? 

407*. Soient Ho = L:(R, dx), H1 la complétion de l’espace S(R) (voir 
chapitre II, $ 3, numéro 3) pour la norme || FF = [xf[lS+ Il #71 CI Ho 
représente la norme sur Ho). En théorie quantique du champ les créateurs et 
annihilateurs peuvent être définis comme des opérateurs différentiels de H: 


dans H9 par les formules 44 f = (+) f. Montrer que les opérateurs 4+ 


sont des Fredholm et que ind 44 = +1. 
408. On appelle opérateur de Hilbert-Schmidt un opérateur intégral 


b 
(4p)(s) = [ K(5, à pO dt, 


agissant dans l’espace L:fa, b] et dont le noyau vérifie la condition 


b b 
Î J | K(s, ?) [? ds dt < ©, Montrer que 


D 
LA Vi Î LKG, nl ds dt 


pour un opérateur de Hilbert-Schmidt. 

409°. Dans les notations de l’exercice 408, montrer que la correspondance 
At K(5, f) entre les opérateurs de Hilbert-Schmidt et leurs noyaux est 
biunivoque à l’équivalence près des fonctions mesurables. 

410°. Soit donné un opérateur de Hilbert-Schmidt défini par un noyau 
K(s. ?) (voir exercice 408). Montrer que l’opérateur adjoint est défini par le 
noyau « adjoint » K(f,s). 

411. On appelle équation intégrale de Fredholm (de deuxième espèce) 
de noyau dégénéré une équation de la forme 


b n 
79 = [ (5 P600)F0a+ro. 


où P; et O; sont des fonctions de Z:[a, b]. Montrer que la solution générale 
n 
de cette équation est de la forme q(s) = ÿ qP{s)+f(s) et que les coeffi- 
51 
cients indéterminés g; peuvent être trouvés à partir d’un système d’équations 
algébriques de la forme 


> Gijqj+ bi = qi. 
j=1 


184 ESPACES VECTORIELS ET OPÉRATEURS LINÉAIRES {CH. 8 


412*, On appelle équation de Volterra (de deuxième espèce) une équation 
intégrale de la forme 


= Î KG, Do dr+f(s 


où K4(5, f) est une fonction mesurable bornée sur le carré [a, b] X{a, b]. 
Montrer que quel que soit f € Lo, l’équation de Volterra admet une solution 
et une seule. 

413. Montrer que le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt de 
noyaux K(s, ?) et O(s, °) (voir exercice 408) est un opérateur du même type 
de noyau 


R(s, ©) = [ k6. u) Q{u, à) du. 


414. Soit À un opérateur de Hilbert-Schmidt (voir exercice 408) dont le 
noyau vérifie la relation 


b b 
Î [IX(s, Pdsdt = K?<o, 
Montrer que le noyau K!(s, f) de l’opérateur 4” vérifie la relation 


b b 
J [IK;6, 9/7 ds dt = K?», 


& 3. Espaces fonctionnels et distributions 


1. Espaces des fonctions intégrables. 
415°. Montrer que pour toutes fonctions mesurables sur un ensemble X 
de mesure y on a l’inégalité de Hôlder 


| [Ge G dut] = (! FCI dut)) | ( ecran)" 


| 25 ’ 1 1 
où les nombres p et q sont reliés par la relation . + nn I. 


416°, Montrer que pour toute fonction mesurable f sur un ensemble # de 
mesure {4 On a 
1/p 
OT) ET 
X 


2 


[MOFHOLTE) 
X 


où le suprémum est pris sur toutes les fonctions g(x) telles que 
Î 12% [2 du(x) = 1 et les nombres p et q sont reliés par la relation 1/p+ 


X 
+1/q = 1. 
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417. Prouver l'inégalité intégrale de Minkowski 
1/p 1/p | 1/p 
TL G+e0 1 dut) = (fL7OOIP du) + (f 18091? dut) 
X X X 


pour Ï<=p<. 

418°. On dit qu’une mesure y sur un ensemble X possède une base 
dénombrable s’il existe une famille dénombrable {4,} de sous-ensembles 
mesurables dans X telle que pour tout sous-ensemble mesurable B il existe 
un ensemble À, tel que (4, AB) = &. 

Montrer que l’espace L1(X, u) est séparable si et seulement si y possède 
une base dénombrable. 

419. Montrer que l’espace L,(X, u), 1 < p <<, est séparable si et 
seulement si l’espace L1(X, u) l’est. 

420°. Montrer que l’espace L.(X, u) est soit de dimension finie soit 
non séparable. 

4212. Soit u(X) < . Montrer que l’espace L,(Y, u) est contenu dans 
l’espace L,(X, u) pourp = q => 1. 

422°, Montrer que pour p < qg aucun des espaces L,(R, dx) et L,(R, dx) 
n’est contenu dans l’autre. 

423, Soit 0 < x = f < >, Pour quelles valeurs de p la fonction f(x) = 


appartient-elle à l’espace Z,(R;, dx) (par R; on désigne l’intervalle 


| ep 
0, [) ? 

424. Supposons que des nombres p, qg et r sont reliés par la relation 
Le = 1, fE L,(X, u), g € LUX, n), h € L,(X, u). Montrer que la 


fonction fgh est sommable et que || fgh|l1 = || fl, [121la 1h Îlr. 

425. Supposons que 1 <p <r <q <= >. Montrer que L,(X, u)\NL/(X, u) 
est contenu dans Z,(Y, u) et que pour toute fonction j € L,(X , NN LX, u) 
on a [ll < PISTE où œ = Es BE 

426. Soit u(X) < . Montrer que L.(X, u) € L,(X, 4) pour tous les 
p = letque||f|l. = lim ||f1}.. 


Pr © 

427°., Montrer que les ensembles de fonctions suivants sont denses 
dans l’espace L,[a, b], 1 =p = « : 

a) l’ensemble S[a, b] de toutes les fonctions constantes par morceaux ; 

b) l’ensemble C{a, b] de toutes les fonctions continues ; 

c) l’ensemble D des polynômes ; 

d) l’ensemble D, des polynômes s’annulant aux extrémités d’un inter- 
valle fermé. 

428°. Trouver la norme de la fonction f(x) = x* dans les espaces 
L 0, 1], 1 = p = , auxquels cette fonction appartient. 

429. Construire dans Z1(R, dx) : 

a) le sous-espace fermé de dimension infinie des fonctions continues ; 


186 ESPACES VECTORIELS ET OPÉRATEURS LINÉAIRES (CH. 3 


b) un sous-espace fermé de dimension infinie ne contenant aucune 
fonction continue non nulle. 

430. Soient u(X) = =, € L1(X, u) un sous-espace fermé de dimension 
infinie. Montrer que V ne peut être contenu dans L(X, u). 

431°. Montrer que l’ensemble CR) des fonctions à support borné conti- 
nues est dense dans L,(R, dx) pour 1 = p <<. 

432. Montrer que toute fonction f € L,(R, dx) est continue en moyenne, 
c’est-à-dire pour tout € = O il existe un Ô — O0 tel que pour {f| < à l’on 
ait 


f [f(x+0—f(x)1? dx = €. 


433. Prouver la proposition de l’exercice 432 pour l’espace L,(R”, dx). 

434*, Soit M € L,(R", dx), 1 = p <<. Montrer que pour que M soit 
précompact il est nécessaire et suffisant que : 

a) il existe une constante c telle que [| f{||, = c pour tous les fE M ; 

b) pour tout & — Oil existe un nombre R(e) tel que 


f(x)? dx <e, fEM ; 


[x] > R(e) 
c) pour tout € = 0 1l existe un nombre Ô(e) — O0 tel que 


FifG+09—f(G1r dx < 6, 


R? 


pour |f| < Ô(e). 
435*, Prouver l’isomorphisme des espaces 


LA(X, u)@ LA(?, ») = LA XXY, uX »). 


436. Trouver les points extrêmes de la boule unité de Z,(X, u) : 

a) pour p = 1; 

b)pouri<p=e ; 

C) pour p =. 

437*. Montrer que les espaces L:1[0, 1] et /1 ne sont pas isomorphes. 

2. Espaces des fonctions continues. 

438°. Montrer que l’espace C(X) est de Banach pour tout compact X. 

439°, Prouver la séparabilité de l’espace C(X), où X est un compact 
de R’. 

440. On dira qu’une fonctionnelle linéaire F sur C(X) est positive si 
F(x) = 0 pour toutes les fonctions f € C(X) positives. Montrer que toute 
fonctionnelle linéaire positive F est continue et que sa norme est égale à F(1), 
où 1 est la fonction identiquement égale à 1 sur X. 

441. Montrer que toute fonctionnelle F € C’(X) peut être mise sous la 
forme F = F;—F2, où F1 et F2 sont des fonctionnelles positives (voir 
exercice 440). 

442*, Soient X un compact métrique, F € C’(X) une fonctionnelle posi- 
tive (voir exercice 440). Pour tout compact K€ X posons u(K) — 
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— inf F(y) et pour borélien E € X, u(E) = sup u(K). Montrer que u 
KCE 


Ar <PS<I 
est une mesure o-additive. 
443°. Calculer les normes des fonctionnelles suivantes sur C[—1, 1] : 


1 
a) F(N) = [ FO dx ; 


re 


b) F(f) = À sgn xf(x) dx ; 


mi 


c) F(F) 170 dx —f(0) ; 
d) F(f) = OC EE 270) 


€ 


n 


o) FN = LE(S) : 
D AN = from E (À) 


444, Représenter les fonctionnelles suivantes sur C{[—1, 1] sous forme 
d’une intégrale de Stieltjes et calculer leurs normes : 


a) F(S) = f (0) ; 
b) F(F) = [C9 dx—2f (0) : 


co) F(P) = [Cd dx ; 
d) F(N= [fCdx-2 [fo dx. 


445, Premier théorème de Helly. Montrer que la suite de fonctionnelles 


1 
EXT) = Î f(x) dg,(x), où g, € VTI0, 1] converge *% -faiblement vers la fonc- 
0 


1 
tionnelle F(f) = Î f(x) de(x), où g € VT0, 1] si et seulement si g,(x) — g(x) 
0 


en tout point de [0, 1] et si les variations des fonctions g, sont bornées dans 
leur ensemble. 

446*. Deuxième théorème de Helly. Soit M € V0, 1]. 

Montrer que si toutes les fonctions de M possèdent une variation bornée 
dans l’ensemble, alors M contient une suite partielle {g,(x)} convergeant en 
chaque point de [0, 1]. 
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447, Soit D le sous-espace des polynômes de CT0, 1]. Quelles sont les 
fonctionnelles linéaires suivantes sur Ÿ qui admettent un prolongement 


deg p 
continu à C[0, 1] (par p on désigne le polynôme Ÿ aux) : 
K=0 
a) Fi(p) — Go; 


degp 
b) F(p) — 2 dk; 


degp 
c) F(p) =  (—1Y&, 


N 
d) Fa(p) = Ÿ crar, où {c} est un vecteur fixe de R" ? 
K=0 


448°. Soit Ÿ un compact connexe. Montrer que la boule unité de l’espace 
C(X) possède en tout deux points extrêmes. 

449*, Montrer que les charges ponctuelles + u,, x € X, définies par la 
formule Qu, f}= f(x) sont des points extrêmes dans la boule unité de 
l’espace C’(X). 

450**. Théorème de Stone-Weierstrass. Soient X un compact métrique, 
A © C(X)une sous-algèbre fermée dans C(X) séparant les points (c’est-à-dire 
quels que soient deux points distincts x. et x2 de X il existe une fonction 
p € À telle que p(x1)  p(x2)) et contenant la fonction identiquement 
égale à 1. Montrer que À = C(X). 

451*. La proposition de l’exercice 450 est-elle vraie pour les algèbres 
ne contenant pas l’unité ? 

452*, Soit X un compact métrique linéairement connexe. Construire 
une application continue de l'intervalle [0, 1] sur X. 

453. Construire une application continue de l'intervalle [0, 1] sur le 
carré unité. 

454. Construire une immersion isométrique de /,(2, R) dans C0, 1] 
à l’aide d’une application continue de [0, 1] sur la sphère unité de l’espace 
L(2, R). 

455. Montrer que les espaces C[0, 1]@ C[0, 1]et C(D), où D représente 
le carré unité de R°, sont isomorphes. 

456*. Montrer que les espaces C(X)@C(F) et C(XXY), où X et Y 
sont des compacts quelconques de R’, sont isomorphes. 

457. Soit À : C(X) -— C(Y) un isomorphisme des espaces de Banach. 
Montrer que 4 est de la forme(Af})(y) = a(y) f(p(y)), où a est une fonction 
continue sur Ÿ prenant les valeurs + 1 et æ est un homéomorphisme de Y 
sur X. 

458. Montrer que l’espace de toutes les fonctions de la forme 
f(x)+2g0), où jf, g € C[0, 1] est fermé dans C(D), où O est le carré unité 
de R°. 

459**, Montrer que l’espace C{[0, 1] possède une base topologique dénom- 
brable {f,(x)}, c’est-à-dire un système de fonctions {f,(x)} tel que toute 
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fonction f € C[0, 1] se représente de façon unique par une série unifor- 
mément convergente f(x) = ÿ c; f(x). 
n=1l 


460*. Montrer que le système de fonctions {e’7i"*}, n € Z, n’est pas une 
base topologique (voir exercice 459) dans l’espace CP[0, 1] de toutes les 
fonctions continues sur [0, 1] vérifiant la condition f(0) = f (1). 

3. Espaces des fonctions lisses. 

461. Soit D(N) l’espace des suites de support borné (c’est-à-dire des 
suites dont seuls un nombre fini de termes sont non nuls). Pour toute suite 
& = (a, &2, ...) de nombres positifs, définissons la semi-norme p. dans 
MN) par l'égalité 


EDETE 


a) Montrer que le système de semi-normes p, fait de (NN) un espace 
localement convexe non métrisable complet. 

b) Décrire la convergence dans cet espace. 

c) Montrer que pour tout domaine 4 il existe dans (2) un sous- 
espace fermé homéomorphe à Â(N). 

462°. Soit À une application linéaire de l’espace (9) dans un espace 
localement convexe L. Montrer l’équivalence des propositions suivantes : 

a) À est une application continue ; 

b) À est une application bornée (c’est-à-dire envoie un domaine borné 
dans un domaine borné) ; 


c) À est séquentiellement compacte [cest-à-dire que ®, — 0 pour 7 + 


entraîne lim A9, = 0) | 
11 —> 00 


d) la restriction de À à tout sous-espace Dx(9) de D(Q) est continue. 

463. Montrer que ‘Dx(Q) est fermé dans D(Q). 

464. Soient K un compact dans un domaine 9 © R’, {U;} un recouvre- 
ment ouvert de X. Montrer qu’il existe des fonctions non négatives 
p; E D(Q), i = 1, ..., N telles que 

1) supp y; € U; pour tous les ; ; 

N 


2) ÿ px) = 1 pour x € K. 
A 


La collection {y:} est appelée partition de l'unité sur K. 

465. Montrer que (9) est dense dans (9) pour tout domaine 9 € R’. 

466*. Montrer que tout sous-ensemble fermé de R’” est ensemble des 
zéros d’une fonction f € C(R”"). 

467*. Soit {c,} une suite numérique quelconque. Existe-t-il une fonc- 
tion f € D(R) telle que f (0) = c,, n = 0, 1,2, ... ? 

468*. Démontrer le théorème 30 du chapitre III pour tout nr en déf- 
nissant pour x € R" des fonctions ys et yn de D(R”") telles que : 
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a) ya(x) = 0, pa(x) = pour ||x|] = à, [ye(x) dx = 1 ; 


R 

b) 4n(x) = 0, xx) = 1 pour ||x!| = N. 
469, Indiquer les fonctions appartenant à l’espace €(R) : 
a) f(x) = xË, kEN; 
b) f(x) = €; 
c) FX) = [x|; 
d) f(x) = sin x/x ; 

0 
<) SC) = . 


pou x=0, 
pour x=<0; 


el ou x O0, 
f) f) = ue 
pour x=0. 
470°. Indiquer les fonctions appartenant à l’espace S(R) : 
a) f(x) = € ; c) e*; 
b) f(x) = 1/(1+2?) ; d) xke-*, k naturel. 


471°. Montrer que la dérivation ©/Ox; et le produit par une variable 
indépendante x; sont des opérateurs continus dans les espaces ÂŸ(R"), 
SR’), CR’). 

472. Montrer que si f € D(Q), g € É(Q), alors fg € D(Q). L’applica- 
tion bilinéaire 


(f:2)—fg de MD(Q)XE(Q) dans D(Q) 


a) est-elle continue en chaque variable ? 

b) est-elle continue en l’ensemble des variables ? 

c) est-elle séquentiellement continue en l’ensemble des variables (c’est- 
à-dire que jf, — f dans Â(Q)et g, — g dans €(Q) entraînent-ils que f,g, — fg 
dans D(Q)) ? 

473°. Montrer que la suite f, — nx/(n?+x?) tend vers 0 dans C(R). 

474, Soit f une fonction bornée indéfiniment différentiable sur la droite. 
La multiplication par f sera-t-elle un opérateur continu 

a) dans P(R), d) de P(R) dans S(R), 

b) dans S(R), e) de D(R) dans É(R), 

c) dans C(R), f) de S(R) dans CR) ? 

475*, a) Désignons par G(R?) le sous-espace de C(R?) constitué des 
fonctions g possédant la propriété suivante : 


g(x+m, y+n) = eimro(x, y), mneEZ. 
Montrer que l’opérateur À défini par la formule 
Af(x, y) = », fG+kje ir 
kEZ 
est un opérateur de S(R) dans G(R?). 


b) Construire un isomorphisme entre l’espace S(R’) et le sous-espace 
G(R?") € É(R?") formé des fonctions g telles que 


g(x+p, y+q) = eiPre(x, y), XYER", p,qe 2. 
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416**. L'espace D(T") des fonctions indéfiniment différentiables sur un 
tore n-dimensionnel T” = R’/Z" se définit comme l’ensemble des fonctions 
œ@ sur T' telles que les fonctions ®(#1, ..., f,) = q(e?7i, ,.., e?7i»x) sur 
R’ appartiennent à Z(R”). Prouver les isomorphismes 


DT) & DT) = DT”) @ DT”) = D(T"+"). 


4770, a) Soit f € D(R"). Montrer que la suite généralisée f(x) — 
= &+m) 70) admet pour tout y € R’ une limite dans Â(R”) pour t — 0. 

b) Soit f € É(R"). Montrer que pour tout y € R’ la suite généralisée 
f(x) = de) admet une limite dans €(R") pour # + 0. 


478*. Soit {ü.} une suite de nombres positifs telle que la série ) Ôk 
K=1 


converge. Définissons une suite de fonctions {/,} sur la droite en posant 


X 
1 | 
fo(x) = sgn x, f(x) = 5 J fn-1(x) dx pour n = 1. Montrer que la suite 
X—0n 
f\ converge uniformément vers une fonction f € Z(R) possédant les pro- 
priétés suivantes : 


a) f(x) =—1 pour x < 0, f(x) = +1 pour x — DE 


b) |f(x)| = 2/(01 ... ô6,) ? VX ER. 

479%, Soit L un espace dénombrablement normé muni d’un système 
de semi-normes {p4} et dans lequel tout ensemble borné pour la semi- 
norme p£+1 est précompact pour la semi-norme px. 

a) Montrer que L possède la propriété de Heine-Borel. 

b) En déduire que les espaces Dx(Q), €(Q) et SR") possèdent aussi 
cette propriété. 

480*. Soient L un espace localement convexe, { un domaine de R’. 
Par €(Q, L) on désigne l’espace des fonctions vectorielles indéfiniment 
différentiables définies sur et à valeurs dans L. Si {p.h € 4 est un système 
de semi-normes définissant la topologie de LZ, alors la topologie de (9, L) 
est définie par le système de semi-normes pr, où K est un compact dans 
Q, [= (h,...,1,) un multi-indice, « € À: 


Pxu(p) = sup p.(0/p(x)). 
xekK 


Montrer que (Q, L) est un espace localement convexe complet, métri- 
sable si L l’est. 

481*. Soient Q; un domaine de R’, {> un domaine de R”, 9, xXQ € 
€ R’"*+" leur produit direct. Dans les notations de l’exercice 480 prouver 
les isomorphismes : 


(Qi, C((22)) A Q: X 02) FE C(Q2, É(Q:)). 
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482*. Montrer les isomorphismes : 


483**. Formuler et prouver les analogues des propositions des exer- 
cices 480, 481 et 482 pour les espaces (0) et S(R”). 

4, Distributions. 

484. Montrer que les fonctionnelles suivantes sur D(R) sont des dis- 
tributions singulières et trouver leurs supports : 


a) (D=,v) = V.P. [ % & ; 


b) (D. q) = V.p. [ 80 dx 


—04œ 


D (Dh e)=vr. J 20 à, 


— O0 


OO 


DD e)= ve [ro 


— 00 


oc 


par V.p. Î on désigne la valeur principale au sens de Cauchy : 


üm ( + ÿ)) 


485. Dans les hypothèses de l’exercice 484 d) trouver la limite D ——— 


cos kx 


pour k — ©, 
486. Montrer que l’espace D(R) des fonctions de base est plongé dans 
l’espace D'(R) des distributions. 


487°. a) Soient f € La(R, dx) et f(x) = ef (Æ. Montrer que lim j. 


e 0 
existe dans l’espace D'(R) et vaut c-ô(x), où c — Î f(x) dx. 
b) Prouver les relations : 


; 1 = ï € 
lim —e-x#/€ — 4/xû(x), lim 
Ve Va è09) NEST: 


euO0 


= 7 Ô(X). 


488. Prouver l’existence des limites lim __— dans D’(R). 
e\O x+IE 


489. Calculer lim a (sin _ ] x dans l’espace D’(R). 
490°. Etablir lénbience de Lin sin (x/e) dans l’espace D’(R). 
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491°. Supposons que deux fonctions f et g localement sommables sur 


un domaine { © R’ définissent la même distribution régulière (c'esta-dire 


que l f(x) o(x) dx = g(x) p(x) dx pour tous les € DA) 
Lo) 2 
Montrer que f et g sont confondues presque partout sur {2. 


492°, Montrer que la fonction de Dirac définie par Î Ô(x) p(x) dx = w(0) 


n’est pas régulière. 
493. Les distributions sur un tore n-dimensionnel T” se définissent comme 
des fonctionnelles linéaires continues sur l’espace D(T") (voir exercice 


476). Montrer que la série de distributions régulières Ÿ e?*k(1 € R", kt = 


= kiti+ ... +Kytn ; la sommation étant étendue à tous les k€ Z") 

converge dans ‘Ÿ'’(T”) vers la distribution Ô(?) définie par J Ô(r) o(r) dt = 
TT’ 

= q(0). 


494, Montrer que toute distribution sur le tore T” (voir exercice 493) 
possède un ordre fini (c’est-à-dire se prolonge en une fonctionnelle linéaire 
continue sur l’espace C*(T”) des fonctions k-différentiables sur T” pour un 
certain k). 

495. Montrer que la distribution F définie sur la droite par €F, o) = 


= D g®(k) ne possède pas un ordre fini. 


‘496. Quel est l’ordre de la fonction de Dirac ? 
497. De quel ordre est la distribution P= (voir exercice 484) : 


a) sur l’intervalle ]—1 ; 1[, 
b) sur l'intervalle ]1, 2[ ? 


na AR de —. 
498. Prouver l’identité de Sokhotski eu — D=—Fai Ô(x). 


499. Montrer que les fonctions _—_— sont d’ordre 1 sur tout domaine 


borné de la droite contenant 0. 

500. a) Soient L un espace localement convexe, L’ le dual de Z muni 
de la topologie %x-faible. Montrer que toute fonctionnelle linéaire continue 
FE (L”)y est de la forme F(f) = f(œ), où y € L. 

b) Montrer que les distributions régulières sont denses pour la topologie 
x -faible dans les espaces &’(Q), D’(Q) et S’(R”). 

501°. Trouver le support et l’ordre des distributions 

1 


a) Î Lx! p"G9) dx, 
—1 


1 
b) o—+ J sgn xp'(x) dx. 
— 1 
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502*. Soit o € D(R). 
a) Montrer que la fonction 


feQ) = T2): J x4-1p(x) dx 


définie pour Re 2 — 0 admet un prolongement analytique au demi-plan de 
gauche. 

b) Montrer qu’à À € C fixe la correspondance wo f,(2) est une dis- 
tribution (que l’on désigne généralement par x471/7(4)). 

c) Calculer la distribution définie plus haut pour les valeurs À = —n, 
ir 022%. 

503*. Soit f(x, y) une fonction lisse réelle sur le plan. Définissons la 
distribution Æ° € D'(R?) par la formule {F:, o) = p(x, y) dx dy. 


dF F _ fx, 7)<c 
a) Montrer que si existe = = lim — 


e— 0 


‘ cette distribution est con- 


centrée sur l’ensemble f(x, y) = c. 


b) Montrer que 7 existe si le gradient de f ne s’annule pas sur la 


droite f(x, y) = c. 
c) Exprimer Re sous forme d’une intégrale curviligne. 
504**. On définit une distribution Fc € “D'(RS) par la formule (F:, ) = 


= J | J (x, y, z) dx dy dz. Montrer que Æ existe et exprimer Fc 


dc 
x?+yi<z?+c 
par des intégrales de surface. 
S05*, Théorème du noyau. Montrer que toute application linéaire con- 


tinue À : M(Q:) + (D'(Q2) est de la forme 
(Apr pe) = | K(x, »)p1(x) pay) dx dy, 


1X 00 
où K€ (D'(Q: XQ2). 

506. On se place dans les hypothèses de l’exercice 505 et l’on suppose 
de plus que Q, = QG: —R. Définir la forme générale des distributions 
K€ D'(R?) sachant que À 

a) est une injection canonique de Ÿ(R) dans D'(R) ; 

b) est de la forme w -—- q(a) de. 

5. Opérations sur les distributions. 

507°. Calculer les dérivées des distributions suivantes : 

a) sgn x ; 


() 5 D — 
7409 k pou x=0; 


c) [x], partie entière de x. 
508°. Calculer les dérivées secondes des distributions suivantes : 


a) [x]; c) [sin x|; 
b) e-<l; d) sin x-e-l*+al, 


O0 pour x<=0, 
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509. Prouver les égalités : 
a) d(x) X 0(y) = Ô(x, y) : 
b) 80000) x 807) = ar ÈS D): 
0 [0 0 {0 Pa 
9 x (a) = a (arf) pour je D'OR) 


co 


I pCx; y) dy = J _ (x, 7) dy, p € DR). 


— CO — Co 


1) 
d) . 
510°. a) Montrer que la distribution F € D'(R) dont la dérivée F” est 
nulle est constante. 
b) Montrer que toutes les solutions distributionnelles de l’équation 
xF = 0 sont proportionnelles à la fonction de Dirac. 
511*. Montrer que toute distribution sur la droite de support au point 


a€ Rest de la forme P() 0a(x), où P est un polynôme. 


512. Supposons que g € C(R) définit une bijection de la droite sur elle- 
même et soit À € €(R) l’application réciproque. Exprimer la fonction 
d’(g(x)) au moyen de ô(x) et de ses dérivées. 

513. On dit qu’une distribution F sur une droite est homogène de 
degré (2, e), où 2€ C, e = 0 ou 1, si F(#x) = | tft (sgn ?}° F(x) pour ft Z 0. 

Montrer que les fonctions suivantes sont homogènes et trouver leur 
degré d’homogénéité : 

a) F(x)=]|xf, Re -——1; 

b) F(x) = sgn x; 

c) F(x) = (x) ; 


d) F(x) = P= (voir exercice 484) ; 


e) F(x) = Ô’(x). 

514. Montrer que toute fonction homogène de degré (4, &) sur la droite 
(voir exercice 513) est solution de l’équation différentielle xF” = ÀF. 

515**. Montrer que pour tous les 2 € €, e = 0, 1, 1l existe exactement, 
à un facteur numérique près, une distribution homogène de degré (À, a) 
sur la droite. 

516*. Montrer que les constantes sont les seules distributions sur la 
droite invariantes par translation. 

517*. Soit F une distribution sur le plan invariante par translation le 
long de l'axe Ox. 

a) Montrer qu’il existe une distribution f sur la droite telle que 


\F, g) = a [ec y) si 


b) Exprimer F sous forme d’un produit direct. 
518*. Soit F une distribution sur le plan de support l'intervalle [0, 1] de 
axe Ox. 


ie 
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a) Montrer qu’il existe un nombre N et des distributions fo, f1, ..., fx 
sur la droite telles que 


N î 
F9) = Ge 


b) Formuler cette proposition en termes de produit direct de distribu- 
tions. 

519*. Montrer que la distribution régulière f(x) = exp (‘e*) appartient 
à S’(R) mais que sa dérivée distributionnelle n’est pas confondue avec 
f(x) = iexei”, 

520. Résoudre l’équation sin x-f(x) = O0 au sens des distributions sur 
la droite. 

521". Soit F une distribution de R’, invariante par les rotations de R”, 


et telle que Œ ste) F(x) = 0. Montrer que (F, p) = c Î (x) do(x), 
Î 


R 
où c est une constante et o l’élément de volume sur la sphère Sr de rayon 
R de R”. 


S22. Soit F une distribution sur la droite telle que : 
a) F(x+1) = F() ; 

b) e7xF(x) = F(>x). 

Montrer que F(x) = ce Ô(x—k). 


523. Montrer que toute distribution F sur la droite vérifiant l’équation 
F’(x) = a(x) F(x)+b(x) a, b € ER) est régulière (donc confondue avec la 
solution ordinaire de cette équation). 

S24**, Soit F une distribution de R" dont toutes les dérivées partielles 

x 
D 1l<i<n; 0<k<7r, appartiennent à L(R”, dx). Montrer que F 


est confondue presque partout avec une fonction de la classe C'(R”) pour 
r — + 


525*. Sous quelle condition imposée aux coefficients {c,} la série 
Ÿ cue?rinx converge-t-elle dans D’(R) ? 
nez 
526. Calculer les sommes des distributions : 


a) ÿ cos nx/r? ; 


n=l 


ei? 


d 2 a+ | 


C) ner K=0 82.2 


ne Z 


sin sin (22+ 1)x 1x 
d) px 2H 
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527. Peut-on définir la multiplication sur ‘Ÿ’(R) de telle sorte qu’elle 
soit continue en chaque variable et coïncide avec la multiplication ordinaire 
par des fonctions régulières ? 

528*, Calculer les dérivées distributionnelles : 


0° 0? ÿ 
a) +3) In (x?+ 7°) ; 
©, ©  ®\ 2 
b) (a+ +) Cp 2) 2 
529. Soit Ÿ un polynôme de n variables. Définissons la distribution 
8(D(x)) dans R’ comme la limite (si elle existe de la suite gx(D(x)), où {gx} 
est une ô-suite de @(R). Calculer (D(x)) dans les cas suivants) 
a) n=1, (x) = x+px+g; 
b) n=2, (x, y) = x?+y°-1 ; 
c)n=2, Dry) = À} ; 
d)* n — 3, D(x, }; z) = D DS nee 2 


$ 4. Espaces hilbertiens 


1. Géométrie de l’espace hilbertien. 

530. a) Montrer que la correspondance L + £ construite dans le 
paragraphe 1 du chapitre III de la « Théorie » définit un foncteur covariant 
de la catégorie des espaces préhilbertiens dans celle des espaces hilbertiens. 

b) Montrer que L peut être défini comme un objet universel dans une 
catégorie convenable. 

531°. Montrer que le système de fonctions e,(x) = e?*"x, n € Z, est 
une base hilbertienne de L:([0, 1]). 

532*, Appliquer le processus d’orthogonalisation à la suite de monômes 
1, x, x?, ... dans les espaces hilbertiens suivants : 


a) La([— 1, 1], dx) ; 
dx 
b) Loll—1, 11 ———| ; 
) Laf[-1, 1} =) 
C) La([0, ), ex dx) ; 
d) La(]— ©, [, e* dx). 
533. Appliquer le processus d’orthogonalisation à la suite de monômes 


1, z, z?, ... dans les espaces préhilbertiens de polynômes munis des produits 
scalaires suivants : 


a) (P,0)= [| PHO@dxd ; 


1z] < R 


b) (P, 0) = [f P()0@e-F dx dy. 
C 
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534*. Représenter par un produit scalaire la fonctionnelle linéaire 
FA f) = f(x) sur les espaces de l'exercice 533. 

535*. Montrer que les complétions des espaces préhilbertiens étudiés 
dans l’exercice 533 sont composées de toutes les fonctions analytiques de 
carré sommable pour la mesure dx dy sur un disque de rayon R dans le 
cas a), et sommables pour la mesure el 4x dy sur le plan dans le cas b). 

536. Trouver les coefficients du développement des fonctions suivantes 
par rapport à la base de l’exercice 531 : 


a) f(x) = sgn (2x—1) ; 

b) (x) = x ; 

c)* f(x) = B4(x), où {B,} est une suite de polynômes de Bernoulli, 
définie de façon unique par les conditions : 


1) Bz(x) = kBz-1(x) ; 
2) B4(0) = B;(1) pour k — i ; 
3) Ba(x) = +. 


537*. Montrer que l’orthocomplément du système de fonctions e,(x) = 
= einx np € Z, dans l’espace L.([a, b], dx) est : 


a) nul pour |b—-a| = 1 ; 
b) différent de O pour [b—a| — I. 


538*. Soit Bo l’espace des polynômes trigonométriques (c’est-à-dire 
des combinaisons linéaires finies des fonctions eÿ*, ÀÂ€ R). Munissons Bo 
du produit scalaire 


A 
: 1  — 
Pa = lim - [fCeGdx. 
A —+ + 00 
A 

a) Montrer que l’espace hilbertien correspondant B n’est pas séparable 
et possède une base hilbertienne {ef*};-R qui a la puissance du continu. 

b})** Montrer que B contient l’espace des fonctions continues quasi 
périodiques, c’est-à-dire l’adhérence de B pour la norme uniforme || f || = 
= sup | f(x)|, mais n’est pas confondu avec lui. 

XxCER 


539%, Soit u une mesure sur la droite définie par u(A) = card À (le 
nombre de points de 4). Montrer que L:(R, u) n’est pas séparable et est 
isomorphe à l’espace de l’exercice 538. 

540. Montrer que L2 [a,b] contient des systèmes orthonormaux 
complets constitués de : 


a) polynômes ; 

b) fonctions en escalier ; 

c) polynômes trigonométriques ; 

d) fonctions contenues dans un sous-espace dense donné à priori. 
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541. Le système de fonctions de Haar {un}, MEN, 1 <n<2", se 
définit par 


m2 .. 1-1 _— n— 1/2 
2 SL 5 #2 5m? 
à : — 1/2 
Eu, x(X) = _9me $j ! / es nl 
, 2m 2" 
- + [-1 | 
0 Si Xé = » 3x |: 


Montrer que ce système est une base orthonormale dans Z2(]0, 1[). 

542. Le système de fonctions de Rademacher {p,(x)}, m € N, se définit 
par Pn(x) = (—1}2"1, où [ ] représente la partie entière d’un nombre. 

a) Montrer que le système de Rademacher est orthonormal mais pas 
complet dans Lo(]0, 1f). 

b) Montrer que le système de fonctions de Walsh défini par 
Pins es PnX) = Pm(X)* ... “Pr(X) OÙ Mi < Ma < ... < My, Et Pm, 
sont des fonctions de Rademacher, est orthonormal et complet dans 
L2(10, 1[). 

543°, Trouver dans l’espace hilbertien ZL:(]0, 1[) l’orthocomplément 
des ensembles suivants de : 

a) polyhômes de x ; 

b) polynômes de x° ; 

c) polynômes de terme libre nul ; 

d) polynômes de somme de coefficients nulle. 


544, Dans l’espace préhilbertien C[—1, 1] des fonctions continues sur 
1 


{—1,1], muni du produit scalaire (f,g) = Î f(x)g(x) dx, trouver 
se 


l’orthocomplément des espaces de : 


a) fonctions nulles pour x = 0 ; 
b) fonctions nulles en x = 0. 


Le théorème du complément orthogonal est-1l vrai dans ces cas ? 

545°, Calculer les angles du triangle dont les sommets sont les points 
fix) = 0, f(x) = 1, fa(x) = x de Le(]— 1, 10). 

546. Soit e, la fonction caractéristique de l'intervalle [0, #], {= 0. 
Trouver les angles de deux cordes de la courbe e, dans L:2(]0, [) dans le 
cas où ces cordes ont 

a) une extrémité commune et des sens différents ; 

b) une extrémité commune et le même sens. 

547. a) Montrer que dans tout espace préhilbertien on a l'identité du 
parallélogramme : 


xp {+ x+y if = 21% 14+21y ff. 
b)* Montrer que tout espace vectoriel normé sur R ou C, dans lequel 


cette identité a lieu, peut être muni d’un produit scalaire tel que |!x|!l? — 
= À) 
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548. Montrer que dans un espace hilbertien complexe 


N 


27 


ei® d6, 


b) (x, ») = > 


0 


549. Soit dans un espace hilbertien H une famille de vecteurs {x,} 
telle que [[x,ll = 1, (xx Xn) = c pour m = n. Montrer que la suite {x,} 
converge faiblement. 

550. Soit {x,} un système orthogonal de vecteurs. Montrer que les 
conditions suivantes sont équivalentes : 


a) ÿ x, converge fortement ; 
ni 
b) ÿ x, converge faiblement ; 
|x,||? converge. 
©) 2 1x1 £ 


551°. Soit S un sous-ensemble quelconque dans un espace hilbertien Æ. 
Montrer que (S+){ est confondu avec l’adhérence de l’enveloppe linéaire 
de S. 

552. Soient L un sous-espace d’un espace hilbertien Æ, fo, une fonction- 
nelle linéaire continue sur L. Montrer que f, se prolonge de façon unique à 
H avec préservation de la norme. 


2. Opérateurs dans l’espace hilbertien. 


553. a) Montrer que tout opérateur À dans un espace hilbertien com- 
plexe H se représente de façon unique par 4 = B+iC, où B et C sont des 
opérateurs hermitiens. (On écrit parfois B = Re 4, C = Im 4.) 

b) Vérifier que À est normal si et seulement si Re À et Im À commutent. 

c) Montrer que l’opérateur À est unitaire si et seulement si il est normal 
et (Re 4)°+(Im 4} = 1. 

554. Montrer que 

a) tout opérateur P, dans un espace hilbertien tel que P? = P* = P, 
est un orthoprojecteur, c’est-à-dire un projecteur sur un sous-espace 
fermé H; parallèlement à son orthocomplément H: ; 

b) tout opérateur S, tel que S71 = S* = S, est un réflecteur orthogonal 
dans un sous-espace. 

555. Montrer les égalités || 4*4]| = || 44*]| = || 4[P = || 4*]® pour 
tout opérateur borné À dans un espace hilbertien H. 

556. Soient À un opérateur positif dans un espace préhilbertien A, 
x un vecteur arbitraire de À. 

a) Montrer que la suite de nombres a(k) — In (A*x, x) est convexe, 
c’est-à-dire que a #5) <= Leon 


b) Montrer que || 4x||? = Ou). [A1 où Q4(x) = (AX, x). 
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557. Soit {4,} une suite bornée monotone d’opérateurs dans un espace 
hilbertien A. Montrer l’existence de s- lim 4,. 


n — 00 


558. Soient H1 un sous-espace fermé dans un espace hilbertien H, 
H, = H},, P, un orthoprojecteur sur H,, À, un opérateur dans H. Exprimer 
les assertions suivantes sous forme de relations algébriques entre À et P : 

a) H1 est invariant par À ; 

b) Het H, sont invariants par À. 

559. On dit qu’un couple (L:, L2) de sous-espaces de dimension finie 
d’un espace hilbertien Æ (sur R ou sur ©) est congru à un couple (M1, M2) 
s’il existe un opérateur unitaire U dans H qui applique L; dans M, et L2 
dans M2. Les conditions nécessaires de congruence sont dim L1 — dim M1, 
dim L2 = dim M2. On admettra que ces conditions sont satisfaites. Soient P; 
un orthoprojecteur sur L;, O; un orthoprojecteur sur M;, i = 1, 2. 

a) Supposons que dim ZL; = dim M; = 1. Montrer qu’une condition 
nécessaire et suffisante de congruence des couples (Lx, L2) et (M1, M3) 
dans un espace réel est l’égalité des angles des vecteurs engendrant ces 
espaces. 

b) Exprimer l’angle des vecteurs engendrant les espaces Li et L2 en 
fonction des projecteurs P, et Po. 

c) Etablir un critère de congruence de deux couples de sous-espaces 
de dimension un d’un espace complexe. 

560. Dans les notations de l’exercice 559 supposons que À1, ..., À ... 
sont les valeurs propres de l’opérateur P:1P2P1. 

a) Montrer que J; sont des réels compris entre 0 et 1. 

b) Montrer que le nombre de À; non nulles est = k — min (dim L1, dim L2). 


Rangeons-les dans l’ordre de décroissance et posons w; = arccos 4/À;, 
i = 1,2,...,k. Les nombres w; s'appellent angles des sous-espaces Li 
et Lo. 

c) Si dim Z; = 1 et dim M; = 1, l'angle o1 de Z. et de Z et l’angle y: 
de M, et de M, sont uniques. Montrer que les couples (L1, L2) et (M1, M) 
sont congrus si et seulement si @1 = Yi. 

d)* Prouver le critère général de congruence : le couple (L1, L2) est 
congru au couple (M1, M3) si et seulement si les angles de Z et de L: sont 
égaux aux angles respectifs de M1 et de M2. 

e) On appelle écart entre les espaces Li et L2 le nombre || P;—-P2||. 
Exprimer ce nombre en fonction des angles de Z1 et Lo. 

561°. Montrer que pour qu’un opérateur U € L2(H1, H2) soit unitaire 
il est nécessaire qu’il applique toute base hilbertienne de H;, dans une base 
de FH, et suffisant qu’il applique une certaine base de FH, dans une base de H2. 

5620. À étant un opérateur quelconque dans un espace hilbertien, montrer 
que : 


a) (im 4)- = ker 4° ; 


b) (ker A)+ = (im 4*) 
(la barre désigne l’adhérence). 
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563. Supposons qu’une suite d’opérateurs {4,} dans un espace hilbertien 
H converge faiblement vers 4, et, de plus, que |14,x|| — || Ax|] pour tout 
x € H. Montrer que {4,} converge fortement vers À. Cela signifie en parti- 
culier que pour les suites d’opérateurs unitaires 1l y a identité entre la 
convergence forte et la convergence faible vers un opérateur unitaire. 

564. Soit £(H) l’algèbre des opérateurs bornés dans un espace hilbertien 
H. Montrer que tout automorphisme de 2(H) commutant avec l’opération 
de conjugaison est de la forme 4 + UAUT, où U est un opérateur unitaire 
dans H. 

565*. Trouver tous les idéaux fermés pour la norme dans l'algèbre Z(H) 
(voir exercice 564) pour un espace hilbertien séparable H. 

566. Déduire du théorème de Courant le principe d’interposition suivant. 
Soient À un opérateur hermitien compact dans un espace hilbertien A, H:, 
un sous-espace fermé de codimension 1 de H (c’est-à-dire dim HS =— 1), P, 
un orthoprojecteur sur H1. Alors les valeurs propres {2;} de l’opérateur À et 
celles {u;} de l'opérateur PAP, rangées comme dans le théorème de Courant, 
sont telles que 


Ài<u1i<lo<... <0<... << 0 << À 


567*. a) Montrer que tout opérateur positif À dans un espace hilbertien 
possède une racine carrée positive B qui peut être obtenue comme la limite 
forte d’une suite B, définie par la condition initiale B, = 0 et par la formule 


; À — B; 
de récurrence B,41 = B,+———-,. 
j : . e. 2 114 I e CL] 
b) Montrer que la racine carrée positive B d’un opérateur positif À est 


unique. 

568. a) Montrer que dans un espace hilbertien de dimension finie H tout 
opérateur À peut se mettre sous la forme 4 — RU et À = VS, où RetS sont 
des opérateurs positifs, et U et PV, des opérateurs unitaires. Cette décomposi- 
tion est dite décomposition polaire de À. (Si dim H = 1 elle se ramène à 
l'écriture d’un nombre complexe a sous la forme rei?.) 

b) Montrer que R et S se définissent de façon unique à l’aide de l’opéra- 
teur À. Ceci est-il valable pour U et V ? 

c) Vérifier que l’opérateur T de translation unilatérale dans /, n’admet 
pas de décomposition polaire au sens du n° a). 

569. Soient U un opérateur dans un espace hilbertien 4, H:1, l’orthocom- 
plément de ker U, H2, l’adhérence de im U. On dit qu’un opérateur U est 
partiellement isométrique s’il applique isométriquement A, sur H2. Exprimer 
cette propriété en termes d’orthoprojecteur P. et P: sur H1 et Ho. 

570. Soit À un opérateur dans un espace hilbertien 4 ; montrer que À 
se représente de façon unique sous la forme 4 — RU, où R est un opérateur 
positif et U un opérateur partiellement isométrique (voir exercice 569) tel 
que ker U = ker 4. Cette représentation s’appelle aussi décomposition polaire 
de 4. (Comparer avec l’exercice 568.) 

571. On dit qu’un opérateur À est un opérateur de Hilbert-Schmidt si la 
série ÿ, || Axs||? converge dans une base hilbertienne {x5}se 8. 

BEB 


$ 4] EXERCICES 203 


a) Montrer que si À F4 un opérateur de Hilbert-Schmidt, alors la quantité 
HAÎle = (5 2 | all) ne dépend pas du choix de la base et définit sur 


l’espace L,(H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt une norme majorant la 
norme ordinaire d’un opérateur. 
b) Montrer que la norme || -{|2 est engendrée par le produit scalaire 


{A, B'2 = vs (Ay,, By,)n, où {y,},er est une base quelconque de H. 


c) Montrer tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. 

d) Construire un isomorphisme de l’espace £:(H ) sur le produit tensoriel 
hilbertien de H par H”. 

e) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt dans L(X, u) est un 
opérateur intégral de noyau KE LA XX X, uX u). 

572. On dit qu’un opérateur À d’un espace hilbertien H est nucléaire S'il 
se représente sous la forme À = BC, où B et C sont des opérateurs de 
Hilbert-Schmidt. 


Montrer que 
a) si À est un opérateur nucléaire, alors pour toute base {y,},.- de H la 
série à (A4y,, },) converge et sa somme ne dépend pas du choix de ladite 


base ; cette somme s’appelle rrace de l'opérateur À et se note tr À ; 

b) si À est nucléaire et B un opérateur borné, alors AB et BA sont des 
opérateurs nucléaires et tr AB = tr BA. 

c) L'ensemble de tous les opérateurs nucléaires forme un espace de 
Banach £,(H) pour la norme || -|[|1 définie par | 4] = tr R, où 4 = RU 
est la décomposition polaire de À. 

d) Supposons que (AH) est l’espace des opérateurs compacts dans H 
muni de la norme ordinaire. Montrer les isomorphismes : X(H) = L1(H), 
L1(H) = L(H). 


573. Trouver les valeurs et les vecteurs propres de l’opérateur intégral À 
de Loe[0, 1] défini par la formule (4f)(x) = f K(x, y) f(») dy si 

a) K(x, y) = cos 27r(x— y) ; ÿ 

b) K(x, y) = min (x, y). 

574*, Soient À un espace hilbertien, X un ensemble de mesure w. On dit 


que ies vecteurs unitaires {£,}, < x de H forment une base continue (ou cohé- 
rente ou encore saturée) si pour tout £ € À la fonction x (6, &,) est 


u-mesurable et 
Née = [ICE 8) du(). 
X 


a) Construire des bases continues dans les espaces de l’exercice 533. 

b) Montrer que l’application & -- (£,&;) est une isométrie de H dans 
Lo(X, Lu). 

c) Montrer que dim H = u(X). 
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d)** Prouver que tr 4 — Î (AË,, £,) du(x), où À est un opérateur 
x 


nucléaire. 
575**, Soit À un opérateur intégral nucléaire de l’espace L:[0, 1] de 
noyau continu K(x, y). Montrer que 


1 
tr À = KG, x) dx. 
0 


CHAPITRE 4 


TRANSFORMATION DE FOURIER 
ET ÉLÉMENTS D’ANALYSE HARMONIQUE 


$ 1. Produits de convolution sur un groupe commutatif 


1. Produits de convolution des fonctions de base. 

576. Soient G un groupe fini, K'un corps. 

a) Montrer que le centre de K[G] est composé des fonctions a € K[G] 
telles que a(gh) = a(hg), Vh, VgEeG. 

b) On appelle classe d'éléments conjugués de G un ensemble de la forme 
Cr = {ghg À, ge G}. Montrer que le nombre des classes distinctes d’élé- 
ments conjugués de G est égal à la dimension du centre de K[G]. 

c) On sait que l’algèbre K[G] est commutative. En est-il de même du 
groupe G ? 

577. Désignons par €, un groupe cyclique d’ordre n. 

a) Montrer que C{C,] est isomorphe à la somme directe de n exemplaires 
du corps C. 

b) En est-il de même du corps R ? 

578*. Montrer que R[S:]et R+R+Mat: R sont isomorphes. 

579*, Montrer que l’injection canonique de G dans K[G] est un objet 
universel pour la catégorie des applications y du groupe G dans des X-algè- 
bres unitaires associatives telles que (2182) = ®(g1) (ge), o(1) = 1. (On 
appelle morphisme d’un objet o: G— À dans un objet y: GB un 
homomorphisme 7: À — B tel que le diagramme 


soit commutatif.) Peut-on s’affranchir de la condition p(1) = 1 ? 

580. Expliciter le produit de convolution des fonctions caractéristiques 
de deux intervalles fermés de L(R, dx). 

581°. Supposons que G = R’ ou T”. Montrer que la convolée de deux 
fonctions bornées de L:(G, u) est une fonction continue. 

582. Calculer la convolée f1xf2 dans ZAR, dx) si 
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a) AG) = 1/0 +4), 6) = 1/0°+05) ; 

b) 1x) = ee, 200) = ere. 

583°. Soient w une fonction de R’ à support borné k fois continûment 
différentiable, f, une fonction de L.(R”, dx). Montrer que la convolée o x f 
est aussi k fois continûment différentiable. 

584. Soit L un espace de Banach de fonctions sur un groupe G muni 
d’une norme || - ||, telle que 

1) |IT(a)f|lz = || fIlz, où T(a) est l’opérateur de translation : T(a) f(x) = 
= f(x+a) ; 

a) |[IT(a)f-f ||1 — 0 pour a — O dans G. 

Montrer que l’opérateur So), ® € L1(G, u) applique l’espace L dans 
lui-même et possède sur cet espace une norme = ||p||z.. 

585. On dit qu’une suite de fonctions { f,} sur un espace topologique X 
muni d’une mesure borélienne u est une Ô-suife pour un point a € X si 


1) f4(x) = 0 sur X ; 
2) [AG du() = 1 ; 
X 


3) Î fk(x) du(x) — 0 pour £ — > pour tout voisinage U du point a. 
xX\U 
Montrer que les suites suivantes sont des Ô-suites pour le point 0 € R'’ : 
a)* f,(x) = k'o(kx), où + est une fonction borélienne quelconque sur R’!, 
possédant les propriétés 1) et 2) ; 


b) f(x) = c(i—|IxIPX pour [xl] <1, 


où {c.} est une suite convenable de constantes. 

586. Soient G un groupe topologique commutatif, muni d’une mesure 
invariante u, { fL} une Ô-suite pour un point a € G (voir exercice 585), L, un 
espace de Banach de fonctions sur G, vérifiant les conditions de l’exercice 
584. 

Montrer que S( fx) — T(a) pour k — <. 

587. Supposons qu’une fonction y définie sur R” est confondue avec un 
polynôme à l’intérieur d’une boule de rayon R et égale à O0 en dehors de cette 
boule ; soit y € L.\(R', dx) une fonction de support dans une boule de rayon 
r <= Rk. 

Montrer que la convolée gx a son support dans une boule de rayon 
R+r et est confondue avec un polynôme dans la boule de rayon R—r. 
(Toutes les boules sont centrées en 0.) 

588*. Théorème de Weïerstrass. Montrer que toute fonction continue sur 
R' peut être uniformément approchée par un polynôme sur un compact 
quelconque. 

589. Soit f € L1(G, u). Montrer que S( f ) est un opérateur borné dans un 
espace hilbertien L2(G, u). Calculer l’opérateur adjoint S( f ). 

590. Soient ji et f2 des fonctions de L:(G, u). Montrer que la convolée 
fix f2 est définie et appartient à L.(G, u). 


0 pour [xl = 1, 
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591. Définissons l’opération % sur l’espace des fonctions sur un groupe 


G en posant f*(x) = f(— x). 
Montrer que 
a A Kf = (AK) pour jf f2€ La(G, à): 
b) (1X/2)(0) = (Ji, 2) pour Ji; fa € La(G, ui). 


592. Définissons une fonction e, sur T’en posant es(r) = e7#t (k€ Z'est 
un multi-indice, kf = kati+ ... +kit,). 
Montrer que 


eLXer = ex, ekke; = 0 pour k J. 


593. On appelle polynôme trigonométrique sur T" une combinaison linéaire 
de fonctions ek définies dans l’exercice 592. Montrer que l’ensemble des 
polynômes trigonométriques forme un idéal dans l’algèbre L1(T”, df). 

594*. Construire sur le tore T” une Ô-suite composée de polynômes 
trigonométriques. 

595. Montrer que l’ensemble des polynômes trigonométriques est 
partout dense dans C*(T") pour tout k. 

596°. a) Expliciter les quatre premiers polynômes B,(f) de Bernoulli de 
l’exercice 536c). 

b) Calculer B:%x B; sur [0, 1]. 

597*, Soient f1 et f2 des fonctions localement sommables dont les 
supports sont bornés à gauche. On peut alors définir le produit de convolu- 
tion f1*f2 qui possède la même propriété. Calculer les produits de convolu- 
tion : 

a) [O(x)x*] + [O(x)xf] ; 

b) Le**0(x)] x [e2*0(x)]. 

598**. Soient des nombres p = 1,q= 1,r= 1 tels que 1/p+1/q—1/r = 1. 
Montrer que 

L,(G, u)%x LG, un) € LG, u). 


2. Produits de convolution des distributions. 

5990, Expliciter les convolées suivantes sur la droite : 

a) da X db ; c) dx O(x) ; 

b)  X O(x) ; d) dx 1. 

600°. Représenter par un produit de convolution l'opérateur de 


différentiation L: f + cxf ©, cx étant des coefficients constants. 


601°. Prouver |’ né fk1=<f,1l:1 pour toute distribution 
JE CR). 

602. Soit fi = Yta,ox fe = Year Calculer (f1X/2)”. | on 

603. Posons f(x) — f(—x). Démontrer l'identité (1% 2) —=/f1%}f2; 
où f1 et /2 sont des distributions dont l’une est à support compact. 

604*. Soient f € SR”), p E S(R"). La convolée fx est définie par 
fx = Sp), c’est-à-dire que (fx, y) = (f, pxwy). Montrer que 

a) fx est une distribution régulière ; 
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b) (xp) (x) = Cf, T(—x)p) ; 

c) (fx ®) (x) croît à l’infini pas plus vite qu’une puissance de |x!. 

605*. Soient f € S'(R"), @ € CR’). La convolée fx est définie par 
ko = S(S)f (comparer avec l’exercice 604). Montrer que 

a) fx est une distribution régulière ; 

b) fxkp(x) = (f, T(—2x)Ÿ) : 

c) fx p € CCR?) ; 

d) l’opérateur S(f): C(R’") — É(R") est continu. 

606*. Soit f € D'(R"). Prouver la continuité de l’opérateur S(f): 
D(R") — É(R”). 

607. Soient C(T”) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 
le tore T” (muni de la topologie de convergence uniforme de toutes les dé- 
rivées), C’(T”") les espaces duals de distributions. Définir le produit de 
convolution sur &’(T") et montrer que ©(T")x (T7) € É(T"). 

608. Soit œn(f) = (sin(2N+1)zt/sinxt)’/(2N+1). Montrer que 

lim on(?) = Ô(®). 
N — 

609. Montrer que l’espace des polynômes trigonométriques est dense 
dans C(T). 

610. Même exercice pour €(T"). 

611°. Ecrire les opérateurs aux différences suivants sous forme de produit 
de convolution et calculer leurs limites pour h — 0 : 

a) Af CD = [FG+H)—f(5—h)I2h 

D) Ba f(x) = [/(x+h)+fG-h)—-2/ Q/R. 

612. a) Trouver la dérivée distributionnelle d’ordre £ du polynôme de 
Bernoulli B;(?) sur T. 

KT! 


b) Prouver l'identité B4%x B; = ED: B:.1 pour k = 0, [= 0. 
613. Soit f une distribution définie sur T par 


1 1/2 
f,p) = DT igmp(n) dt = | texlp()—-p(1 0] dr. 
0 0 
a) Calculer la convolée fxkez, où ex(f) = e?fikt, 
b) Calculer la convolée f x f. 


614*. Soient 
AG, ») = CE+Y ri), fx, y) = (+77). 
Calculer la convolée /1x f2 sur S’(R?). 
615*. Soient /1 et /2 des fonctions continues à support borné sur [0, =. 
Posons F; = f(1/x?+ 7°). 
Montrer que la convolée F = F1% F: est aussi de la forme F(x, y) = 


= f(4/x2+3?), où f est une fonction continue à support borné sur [0, [ 
et exprimer f en fonction de fi et f2. 
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616*. Soient &+(R) et D'}(R) les sous-espaces respectivement de C(R), 
et de Ÿ'(R), composés des fonctions à support borné à gauche ou à droite. 

a) Montrer que (£:(R)) est isomorphe à D,(R) (la convergence 
œn — p dans &+(R) est définie par les conditions : supp y, sont bornés d’un 
côté par une constante commune ; y, — œ au sens de la convergence dans 
C(R)). 

2 Définir le produit de convolution sur @'(R). 

c) Montrer que €: (R) x D',(R) € &4(R). 


617*. Pour « — 0 posons f(x) — ra “700. 
a) Vérifier que jf. € D'(R) pour & = —1. 

b) Démontrer l’identité _ fa = fk-1poura=— I. 
c) Démontrer l'identité f X fs = fa+p. 


d) Trouver la limite de f, pour « - 0 dans @:(R). 
618*. Construire dans Â'(R) une famille d’opérateurs Z(x) telle que 


a) I(x)1(B) = I(x+B), 1(0)=1; 
b) Z() (x) = [pdt pour peé’(R); 


0 
c) 1(—1p(x) = px) pour pe C+(R) ; 
d) {(x) fs = f+8 pour B——1, «+fB ——1 (f, sont définies dans le 
problème 617). 
L'opérateur 1(«) s’appelle opérateur d'intégration fractionnaire d’ordre 


« (ou différentiation fractionnaire d’ordre —«x) et se note parfois ST. 


619. Calculer les intégrales et dérivées d’ordre fractionnaire suivantes : 
1 
s) (Ye): 
d 1/2 
b) (5) 6G): 
c* 14/2) o(/x) 091, 
00 k 
où Jo(t) — D (—1)£ sr est une fonction de Bessel. 


620*. Soit f une distribution sur R° de la forme 
27 
1 ; 
{f, p) = | p(cos f, sin ?) dt. 
0 


Montrer que f x f est une distribution et calculer-la. 
621*. Calculer la convolée f x f, où f est une distribution sur R5, définie 


par f, p) = _ Î D(X1, X2, X3) do, où S est la sphère [|x|| = 1, do l’élément 


S 
de surface de la sphère. 


14 
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$ 2. Transformation de Fourier 


1. Caractères d’un groupe commutatif. 

622°. Expliciter les caractères d’un groupe cyclique C, d’ordre n. 

623. Montrer que tout groupe commutatif fini G est isomorphe (non 
canoniquement) à son dual G. 

624. On appelle caractère généralisé où non unitaire d’un groupe G un 
homomoprhisme de ce groupe dans le groupe multiplicatif du corps des 
complexes. 

Montrer que les caractères généralisés d’un groupe compact G sont 
ordinaires. Trouver les caractères généralisés des groupes : a} Z, b)R, c) C, 
d) R*, e) C* (x désigne un groupe multiplicatif). h 

625*. Montrer que si un groupe G est compact, son dual G est discret. 

626*. Montrer que si un groupe G est discret, son dual G est compact. 

627. Soit y un caractère du groupe R, considéré comme un élément de 
l’espace DÔ’(R). Montrer que % est solution de l'équation différentielle 
X = CY, Où cest une constante. 

628°. Soient y un caractère d’un groupe G, f € L1(G, u). Montrer que 
XXf = cf, où _ 

= 2Xf (0) = JC) 10) du). 
G 


629. Soit G un groupe compact muni d’une mesure invariante normée 
par la condition u(G) = 1. Montrer que pour deux caractères quelconques 
11 42€ Gona 
0, si X1 É 2 


41X X2 -| : 
1, Si %1—= %2. 


630. Montrer que tous les caractères du groupe T” sont épuisés par 
les fonctions ez(?) = e?*#{( comparer avec l’exercice 592). 

631*. Montrer que la correspondance G — G définit un foncteur contra- 
variant dans la catégorie des groupes abéliens topologiques. 

632°. Soit L un espace localement convexe sur le corps R, considéré 
comme un groupe abélien topologique. Trouver le groupe Z dual de Z. 

633**. Soient Q, le corps des nombres p-adiques (voir exercice 38), 
Z, le sous-anneau des nombres p-adiques. Trouver les duals des groupes 
suivants : a) Q,, b) Z,, c) Q;,/Z». 

634**, Soient Go un sous-groupe fermé dans G, G1 = G/Go le groupe 
quotient correspondant. On note ceci succinctement sous forme de la suite 
exacte 


desc 2SC 0 


où O0 est le groupe trivial composé d’un seul élément. Montrer que la suite 
duale 
0+ 60-62 G1+0 


est aussi exacte. 
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635*. Trouver le dual G de G = Q/Z. (Il est naturel d’identifier le 
groupe G au groupe € des racines de l’unité par l’application x mod Z — e**ix.) 


636. Soit G = PJ le groupe de toutes les suites composées de 0 et 


de 1 (l'opération de groupe est l’addition modulo 2 ; la topologie, celle 
de la convergence en coordonnées). 

a) Montrer que G est compact. 

b) Montrer que le groupe dual est isomorphe au groupe dénombrable 


ÿ C2 de toutes les suites à support borné de 0 et de 1 (opération de groupe 


n=]1 
est l’addition modulo 2, la topologie est discrète). 

c) Etablir une correspondance mesurable entre G et [0, 1] associant 
aux caractères de G les fonctions de Walsh (voir exercice 542). 

637. Soient «x un nombre irrationnel, f € L1(T, df) une fonction telle 
que f(t+ax) = f(f) presque partout. Montrer que f est presque partout 
constante. : 

638. a)° Soit f € LA1(R, dx). Montrer que f (À) > 0 pour À +, 

b) Soient G un groupe de la forme R'XT"XZF#, FE L(G, u). Montrer 
que f(x) + 0 pour x — + dans 6 = R'XZ"XTE, 

639**. Soit G = QŸ un groupe additif du corps des nombres P- adiques. 
Désignons par Ÿ(G) l'espace des fonctions localement constantes à support 
borné. Montrer que la transformation de Fourier applique (G) dans lui- 
même. 

640. Soit S(Z) l’espace des suites bilatérales {c,} telles que c, — 
= O(n-*) pour tous les k. Définissons la topologie de S(Z) par la famille 
de normes 

pa({cr}) = sup |nkc,|, k = 0, 1, 


Montrer que la transformation de Fourier définit un isomorphisme 
entre les espaces vectoriels topologiques C(T) et S(Z). 

641. On dit qu’une fonction continue f sur un groupe G est définie 
positive si pour toute collection finie d’éléments x1, ..., x, de G, la matrice 
A d'éléments ax; = f(xx—x;) est définie positive. Prouver les relations 
suivantes pour la fonction définie positive f : 


a) [FOI =</S(0), FC) = f(—>x) ; 

b) | (0) f(x— DJ CAPE = (F0)-1 HP) (O1 FO)! ?) : 

c) si | f(x)! = 1, alors fE G 

642. a) Montrer qu’une combinaison linéaire de caractères d’un groupe 
G de coefficients positifs est une fonction définie positive sur G. 

b) Montrer que le produit de deux fonctions définies positives est une 
fonction définie positive. 


c) Montrer que si o € La(G, u), alors la fonction pxæ* (où œ*(x) = 
— p(—x)) est définie positive. 

643. Soit G un groupe fini. Montrer que f est définie positive sur G si 
et seulement si la fonction f est positive sur G. 


14* 
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644. Soit pE L\(G, u) et o = 0. Montrer que w est définie positive 
sur 

2. Séries de Fourier. 

645°. Que peut-on dire des coefficients de Fourier d’une fonction f sur 
T si l’on sait que f est 

a) paire : f(#) = f(1—9, 

b) impaire : f(#) =—-f(1—?), 

c) presque partout réelle sur T ? 

646°. Soit f une fonction sur T possédant une dérivée d’ordre k dif- 
férentiable par morceaux. Pour quelle valeur maximale de / les coefficients 
de Fourier de f sont-ils justiciables de la majoration |c,| = o(|n|-") ? 

647. Montrer que l’image de l’espace C*(T) par la transformation de 
Fourier est contenue dans l’ensemble des suites telles que |c,| = o(|n|-#) 
et contient l’ensemble des suites telles que |c,| = ofn-*-1-€), & = 0, 

648. Soit WE(T) l’ensemble des fonctions sur T dont les dérivées dis- 
tributionnelles d'ordre k appartiennent à La(T, dt). Décrire cet espace en 
termes de coefficients de Fourier. 

649. Montrer que la fonction f(f) = In sinx{f} appartient à LT, dt) 
et trouver sa transformée de Fourier. 

650. Exprimer en termes de coefficients de Fourier les propriétés suivan- 
tes de la fonction j : 


1 
a) f(+5) = f(0) ; 
b) f (+5) — Àf(f) ; pour quelles valeurs de k € Z existe-t-il des fonc- 


tions non nulles jouissant de cette propriété ? 

651*. Une suite exacte 0 — C, —+ T + T + 0 est définie par l’injec- 
tion 2: C, > T, où (k mod n) = e?*'k/r, et par la projection p : T + T, 
où p(z) = z". Décrire la suite exacte duale. 

652. Soit f une fonction sommable sur l'intervalle [0, 1/4]. Comment 
faut-il prolonger f à l’intervalle [0, 1] pour que ses coefficients de Fourier 
vérifient les relations Cox = O, Cox_1 = — C1. 

653. Soit {c,} les coefficients de Fourier d’une fonction f € Li(T, df). 
Trouver les coefficients e Fourier {c;(h)} de la fonction lissée (ou fonction 


de Stéklov) fi(x) = al FE) dE. 


654*. Dose en série de Fourier la fonction f(f1, f2) = 
— sgn ({/1}—{7}) sur T?, où {#} désigne la partie fractionnaire de £. 

655. On demande les propriétés des suites {c,} des coefficients de 
Fourier : 

a) de plynômes trigonométriques, 

b) de polynômes de {f}, 

c) de polynômes de {t—1/2}. 

656*. Montrer qu’une fonction continue f sur T est définie positive 
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(voir exercice 641) si et seulement si ses coefficients de Fourier ne sont pas 
négatifs. 

657. On dit qu’une suite {c,}, n € Z, est définie positive si pour toute 
suite à support borné {z,},n€Z,ona Ÿÿ Ci-mzn2m = 0. 

n, M 
Montrer qu’une suite définie positive est bornée et que c, = &_», Co = | Cal, 
. RP - 2 2 2 2 

| CoCin + n — CC | <= (co — | Cm | )(co—| Ca] ). 

658*. Montrer que toute suite définie positive (voir exercice 657) est 
la transformée de Fourier d’une mesure borélienne finie uw sur T : c, = 


_— Î e-2nim du(?). 


‘659. Soient ÜU un opérateur unitaire dans un espace hilbertien X, 
t € H. Montrer que la suite c, = (U"Ë, Ë) est définie positive. 

660. On se place dans les conditions de l’exercice 659 et on suppose de 
plus que Ë est un vecteur cyclique pour U (c’est-à-dire que l’enveloppe linéaire 
des vecteurs U"Ë, n € Z, est dense dans H). Construire l’isomorphisme de 
H sur LT, u) où y est la transformée de Fourier de la suite {c,}, qui envoie 
l’opérateur U dans la multiplication par e?i". 

661**, Soient f une fonction réelle différentiable par morceaux sur T, 


n 
Sy = D cxeikt a somme partielle de sa série de Fourier, 1, € TXR 


k=—n 

le graphe de la fonction S,. Trouver l’ensemble limite de {7",}, c’est-à- 
dire l’ensemble de tous les points limites des suites {y,}, y, € ls. 

662. On demande le développement en série de Fourier des distributions 
suivantes : 

a) f(?) = 0() ; 

b) f(?) = cotg xt. 

663. Calculer la somme des séries de distributions suivantes : 


a) } e2rint : 


nez 
b) ÿ | n| e?tint à 
n€eZ 


c) > (sin æn{r})/n. 
n=1 

664. Montrer qu’une distribution sur T est définie de façon unique par 
ses coefficients de Fourier. 

665. On dit qu’une distribution f sur T est définie positive si pour toute 
fonction p € É(T)ona{f,pxp") = 0. Caractériser les distributions définies 
positives en termes de coefficients de Fourier. 

666. Soient « un nombre réel irrationnel, Ÿ un sous-ensemble mesurable 
de T invariant par une «-translation. Montrer que ou bien u(X) = 0 ou 
bien u(X) = 1. (Cette propriété de l’application d’un espace mesuré s’appelle 
ergodicité : on dit qu’une application est ergodique si tout sous-ensemble 
mesurable invariant soit est de mesure 0, soit possède un complémentaire 
de mesure nulle.) 
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; me Intégrer par la méthode de Fourier l’équation de la chaleur 
u u 
01 ex? 
exercice 707). 

3. Intégrale de Fourier. 

668. On demande la transformée de Fourier des fonctions suivantes : 

a) f)=e*, a-0; 

b) f(x) = 1/6%+ 4) ; 

c) f(x) = d(x)e-, a = 0; 

d) (x) = Xa,81(x) ; 

e)* f(x) = 1/ch ax ; 

f)* f(x) = x/sh ax ; 

8)* f(x) = 1/ch° ax ; 

h) f(x) = (sin ax sin bx)/x?. | 

669. Soient Dz = 0/0x,, M4 l’opérateur de multiplication par 2xixz. 
Considérons dans l’espace S(R’) les opérateurs Ax = iDy+Mx, Af = 
= iD;-My, Kk = 1,2, ...,n (en théorie quantique du champ ces opéra- 
teurs s’appellent créateurs et annihilateurs). 

a) Montrer que les solutions des équations 44 f = 0, 1 = k = n forment 
un espace de dimension un dans S(R”). 

b)* Soit fo € SR’) un vecteur de base dans l’espace des solutions du 
système A4f = 0, 1 = k = n (le vecteur f, s’appelle le vide). Montrer que le 
système de fonctions ee (AÏ}"i + CA)" m € N'est dense dans S(R”). 


c) Posons MN; = A As NE 2. N, (les opérateurs des nombres de 


sur le cercle T avec la condition initiale (0, x) = V(x) (voir 


remplissage et du . de roues): Montrer que les fonctions /,, 
m€ Z", sont propres pour les opérateurs N, et N et calculer les valeurs 
propres correspondantes. 

d)* Construire l’isomorphisme de l’espace S(R’) sur l’espace des suites 

n-uples {c,}, m € N”, telles que |c,| = o(|ml-*) pour tous les k€ N. 

e) Calculer la transformée de Fourier des fonctions jf, m € N". 

670. Montrer que tout opérateur continu dans l’espace S(R") commu- 
tant avec les opérateurs M4, 1 = k = n (voir exercice 669), est un opérateur 
de multiplication par une fonction. 

671. Montrer que tout opérateur continu dans S(R'") commutant avec 
les opérateurs M4 et Dr, 1 = k = n (voir exercice 669), est scalaire. 

672. Montrer que les transformations directe et inverse de Fourier 
laissent invariant l’espace S(R’) et sont des applications continues inverses 
l’une de l’autre dans cet espace. 

673. Soit G(R°") l’espace isomorphe à S(R’) en vertu de l’exercice 667. 
Quel opérateur de G(R?") est associé à la transformation de Fourier dans 
S(R?") 9 

674°. On demande les transformées de Fourier des fonctions suivantes 
de L:(R, dx), a, bER : 


a) f(x) = 1/(x+a), «EeC\R; 
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b) f(x) = (sin ax)/x ; 

c) f(x) = (sin ax sin bx)/x ; 

d) FC) = x/G°+ à) ; 

e) f(x) = (th ax)/x. 

675°. Que peut-on dire de la transformée de Fourier d’une fonction f 
si l’on sait que f est 

a) paire, 

b) impaire, 

c) réelle, 

d) telle que f (x) = f(— x) ? 

676. Des fonctions f et g sur R’” sont reliées par la relation f(x) = 
= g(Ax+b), où À est un opérateur linéaire inversible dans R’, b € R’. 
Comment sont reliées les transformées de Fourier f (À) et £() ? 

677. Montrer quesi f € L1(R”, dx) et f(À) = 0, alors f(x) = 0 presque 
partout. 

678. Soit H,;(R"), s = 0, l’espace des transformées de Fourier de toutes 
les fonctions de L:(R”, (1+[|[|°?) d). Montrer que pour s = n/2 toute 
fonction f € H.(R') est confondue presque partout avec une fonction con- 
tinue bornée. 

679. Prouver la continuité des opérateurs Dz : H;(R") + H;_1(R’), 
1<kK<n, s = 1 (voir exercices 669 et 678). 

680°. Montrer que la convolée de deux fonctions de S(R") est aussi 
une fonction de S(R'). 

681. Montrer que la convolée des fonctions 1 € H,(R") et f2€ H,,(R") 


(voir exercice 678) appartient à BCX(R') si s1+52 = k. (acxRr) est l’espace 


des fonctions sur R' possédant des dérivées jusqu’à l’ordre k continues et 
bornées. La norme est définie sur cet espace par 


If = sup F9): 
sER?,|I|<k 


682. Soit P un polynôme sur R de degré 2m, ne possédant pas de racines 
réelles. 

a) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction f(x) = 1/P(x) 
est indéfiniment différentiable partout sauf au point À = 0. 

b) Montrer que f (À) admet en À = 0 des dérivées unilatérales de tout 
ordre. 

c) Combien de dérivées supérieures de f (À) sont continues? 

683. Soit f € L1(R, dx) une fonction rationnelle. Montrer que | f(4)| = 
= cet, où c et & sont des constantes positives et 2€ R. 


684. a) On sait que j € S(R) et [x (x) dx = 0 pour tous les n € N. 
R 


Peut-on en déduire que f = 0 ? 
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b) On sait que y € P(R}et Î x"p(x) dx = 0 pour tous les n = no. Peut-on 
R 


en déduire que o = 0 ? 
685*. Montrer que toute fonction définie positive continue f sur la 
droite est de la forme f(x) = Î e?zi4x du(À), où u est une mesure boré- 
R 


lienne sur KR. 

686. Soit {U(r)}, t € R un groupe à un paramètre d’opérateurs unitaires 
dans un espace hilbertien H (c’est-à-dire que U(f) U(s) = U(t+s)), 
continue en f pour la topologie opératorielle forte. Montrer que la fonction 
FO = (UE, Ë) est définie positive pour tout vecteur Ë € H. 

687. On se place dans les conditions de l’exercice 686 et on suppose de 
plus que le vecteur £ est cyclique pour U(?) (c’est-à-dire que l’enveloppe 
linéaire des vecteurs U(#)£, £€ R, est dense dans HA). Construire l’isomor- 
phisme de l’espace A sur L:(R, u) qui fait correspondre à l’opérateur U(f 
l’opérateur de multiplication par eff, 

688*. Théorème de Paley-Wiener. Montrer que les transformées de 
Fourier des fonctions de Ÿ(R) forment l’espace des fonctions analytiques 
entières de À € C telles qu’il existe un nombre a — 0 et des constantes € 
telles que |g(4)} (1+11)% = cçes mal, 

689*. Soit f une fonction continue sur R’ décroissant à l’infini comme 
O(|}x[[-"). Alors pour toute sous-variété affine L € R'" de dimension 7-1 
la restriction de f à L est sommable sur L pour la mesure naturelle de Lebes- 
gue uz Sur L. 

a) Montrer que si Î f(x) dur(x) = 0 pour tous les L € R’, alors 

L 


f(x) = 0. 
b)** Exprimer f(x) en fonction de (L) — Î f(x) dur(x) pour # = 3. 


L 
690**. Trouver une fonction f € S(R3) si l’on connaît ses intégrales sur 
toutes les droites rencontrant une droite donnée / € RS. 


4, Transformation de Fourier des distributions. 
691°. On demande les transformées de Fourier des distributions suivan- 
tes sur la droite : 


a) f(x) = 1 ; 

b) f(x) = 0x) ; 

c) f(x) = 8(x—a) ; 

d) f(x) = sgn x ; 

e) f(x) = x* ; 

f) C0) = |xfF<tt ; 

2) f(x) = x°* sgn x. 

692. Trouver la transformée de Fourier de la distribution f(x) = cos ax°, 


a£ck. 
693. Trouver la transformée de Fourier des distributions : 
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a) f(x) = p= (voir exercice 484) ; 


b) f(x) — ns (voir exercice 499). 


694. Trouver la solution générale de l’équation x"f(x) — 0 sur D'’(R). 
695. Trouver la solution générale de l'équation x"f(x) = 0 
a) sur D'(R), b) sur C’(R). 


696. Trouver la transformée de Fourier de la distribution 


1 : 1 
POP ne Mere 
697. Trouver la transformée de Fourier de la distribution f(x) = 
= |x2-@|, a€R. 
698. Trouver la transformée de Fourier des distributions 


a) f(x) = sgn (sin ax) ; 

b) f(x) = sgn (cos ax) ; 

c) f(x) = |sin ax|. 

699. Soit f une distribution homogène de degré (À, €). Montrer que f est 
également homogène et trouver son degré. 

700*. Calculer la transformée de Fourier de la distribution f(x) = 
= X%/l(x+1) (voir exercice 502). 

701°. Soient f une distribution régulière sur un cercle T, F une distribu- 
tion périodique sur la droite, liée à f par la relation &F, œ) = J f(e?7i) o(?) dt. 

R 


Etablir une relation entre les transformées de Fourier de F et de f. 

702*. On dira qu’une fonction continue f sur R' est quasi périodique de 
période À si son intégrale étendue à une boule de rayon R ne dépend pas 
de la position du centre de cette boule. 

a) Montrer que pour n = 1 il y a identité entre la quasi-périodicité et la 
périodicité ordinaire. 

b) Construire une fonction quasi périodique non constante sur le plan. 

c) Une fonction quasi périodique non constante peut-elle avoir deux 
périodes différentes R et Ro ? 

703*. On demande la transformée de Fourier de la distribution f(x) = 
— e7%4x, x) dans R'",où 4 est une matrice symétrique dont la partie réelle 
est définie positive. 

704*. On demande la transformée de Fourier de la distribution f(x) = 
— ei(4x, x) dans R", où À est une matrice réelle symétrique non dégénérée. 

705. Montrer que l’image de l’espace ’(R) par la transformation de 
Fourier est l’ensemble des fonctions analytiques entières g(À), À € C, telles 
que 

g()| < CJ1+J21i" em, 


où C, N, R sont des constantes (qui ne sont pas les mêmes pour chaque 
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fonction g). De quelles propriétés de la transformée dépendent les constantes 
RetN? 
706. Montrer que l’équation Àf = f ne possède pas de solutions non 


triviales sur l’espace S’(R"). [4 = _ est le laplacien}. 
= OX$ 


2 
707*. Soit u(f, x) la solution de l’éguation de la chaleur we = Te véri- 
fiant la condition initiale (0, x) = v(x), v € L:1(R, dx). Montrer que 
u(f, x) est de la forme vx f;(x) et trouver la fonction fi. 
708. Soient T(a) l’opérateur de translation d’un vecteur a € R", M(a) 
lopérateur de multiplication par 2zxiax dans l’espace S’(R"). Déduire les 


relations de commutation 
CFT(aXf"! = M(a), FM(aYF ! =T(-a), 
où (F est la transformation de Fourier. 
709. Calculer les sommes suivantes à l’aide de la formule de Poisson : 
Lo ne SA Lu 
a) 2 + ‘ 2) 2 (a+n)* | o À, (2n+1) ° 


710. On demande la transformée de Fourier des distributions sur R’ : 


a) (x | —r?), b) Gr —|[x 1?) 
711*, Soit f € S’(RS) une distribution régulière ne dépendant que du 
rayon r = ||x||, f(x) = g(|Ix|}). Montrer que sa transformée de Fourier 


est définie par la formule 


O0 


FQ) = [ k(r1]AI) p(r) dr, 


0 
et trouver la fonction K. 


712. Montrer l'identité Œ[8(x)] = nô(4)+iD +. 


713. On demande la transformée de Fourier de la distribution P=3 
(voir exercice 484c)). 


CHAPITRE 5 


THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS 


$ 1. Calcul fonctionnel 


1. Fonctions opératorielles dans un espace de dimension finie. 

714. Soit À un opérateur dans un espace ZL de dimension n sur K. 
Montrer que les opérateurs 1, À, 4°, ..., 4" sont linéairement dépendants. 

715. Montrer que les propriétés suivantes d’un opérateur À dans un 
espace L de dimension n sur K = R ou C sont équivalentes entre elles : 

a) les opérateurs 1, 4, 4°, ..., 4-1 sont linéairement indépendants ; 

b) il existe un vecteur & € Z, tel que &, AË, ..., 4"-1£ est une base de Z ; 

c) il existe un vecteur & € L cyclique pour À (c’est-à-dire tel que tout 
sous-espace de Z contenant & et invariant par À est confondu avec L). 

Les opérateurs À possédant les propriétés indiquées sont dits réguliers. 

716. Montrer qu’une matrice diagonale définit un opérateur régulier si 
et seulement si tous les éléments diagonaux sont deux à deux distincts. 

717. Montrer que les propriétés suivantes d’une matrice À sont équi- 
valentes : 

a) À définit un opérateur régulier ; 

b) le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de À sont con- 
fondus ; 

c) à toute valeur propre de À correspond un bloc de Jordan et un seul. 

718. Montrer que l’ensemble des opérateurs réguliers est ouvert et 
partout dense dans l’ensemble de tous les opérateurs. 

719. Soit R, l’ensemble des matrices d’ordre n de la forme 


0 1 0 0 .…. 0 
® 0 1 0 .… 0 


ares - +. 0 0 0e 0e 0e + € 


0 0 0 0 CC 7 j 
a; Go G; (7 .… € 


Montrer que 


a) tout opérateur régulier dans un espace de dimension # est défini par 
une matrice À € R, dans une base convenable ; 
b) toute matrice 4 € R, définit un opérateur régulier ; 
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c) deux matrices À et B de R, sont semblables (c’est-à-dire À = CBC?) 
si seulement À = B. 

720. Montrer que deux opérateurs réguliers À et B dans un espace L de 
dimension n sur K = R ou C sont semblables si et seulement si 


tr A% = tr BF, K= 12:25" 


7210. Soit 
À 1 00 
A = O0 À 1 0 
0 0 À 


une matrice de Jordan d’ordre n associée à la valeur propre À. Calculer les 
matrices : 

a) A4',n = 2,3; 

b) p(4), où p est un polynôme ; 

c) f (A), où f est une fonction analytique entière ; 

d) r(4), où r est une fonction rationnelle ne présentant pas de pôle en 1. 


722. Soit À une algèbre unitaire sur le corps À = C ou KR. On dit qu’un 
élément x € À est idempotent si x? = x. On appelle somme directe des 
algèbres 1 et A2 l’espace vectoriel X:HU2 muni de la multiplication sur 
les composantes. Montrer que les propriétés suivantes de l’algèbre À sont 
équivalentes : | 

a) À est isomorphe à la somme directe de certaines algèbres A1 et 2 
(non nulles). 

b) l’algèbre À contient un élément idempotent non trivial (différent de 0 
et de 1). 

De telles algèbres sont dites primaires. 

723. a) Montrer que le corps € est une algèbre primaire sur KR. 

b) Montrer que toute algèbre unitaire primaire munie d’un générateur 
sur C est isomorphe à l’une des algèbres À, — C[x]/(x’) (l'algèbre quotient 
des polynômes de x par l'idéal engendré par x”). 

724. Montrer que toute algèbre de dimension finie est la somme directe 
d’algèbres primaires. 

725. Soit {a,} une suite de nombres telle que 0 = 4,,,, = 4, +a, pour 
tous les met n. Montrer que lim (a,/n) existe et vaut inf (a,/n). 


n > © 


726. Soit À un opérateur dans un espace vectoriel Z de dimension n 
sur K. Désignons par (4) l’algèbre sur K engendrée par 1 (l’opérateur 
unité) et À Montrer que dim (4) = n. 

727. Soit K = C. Montrer que l’algèbre À(.4) est primaire si et seulement 
si l'opérateur À possède une seule valeur propre. 

728. Soit S un ensemble d’opérateurs dans un espace vectoriel L. 
Par S' on désigne l’ensemble des opérateurs de L commutant avec tous les 
opérateurs de S. Pour quels opérateurs À a-t-on À(4)' — A(A4) ? 
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729°. Montrer que tout polynôme des coefficients d’une matrice À, 
invariant par les similitudes 4 CACTT est un polynôme de tr 4, 
tr 47, ...,tr A". 

730*. Soient À et B des matrices d’ordre deux. Montrer que tout poly- 
nôme des coefficients de À et de B, invariant par les transformations 
A > CAC", B — CBCTtest de la forme P(tr À, tr B, tr 4°, tr B?, tr AB), 
où P est un polynôme de cinq variables défini de façon unique. 

731**, Soient À et B des matrices d’ordre n. Montrer que l’algèbre des 
polynômes des coefficients de À et de B, invariants par les transformations 
À > CAC, B — CBC, contient au moins n°+ 1 générateurs. 

732. Indiquer dans l’espace des matrices d’ordre 2n X2n le sous-espace 
de dimension 1 +#°? composé des matrices commutant deux à deux. 

733. Soit À un opérateur dans un espace de dimension n possédant une 
seule valeur propre À. NIORUEE que pour toute fonction / différentiable n—1 


fois au point À, on a (4) = DES pu 0) (4—2-1ÿ. 


734*. Soit À un opérateur +. un espace de dimension n possédant des 
valeurs propres À1, ..., À, distinctes. Montrer que 


(4) = ns fC4)T 15 


735*. Soit À un opérateur possédant des valeurs propres 21, ..., À, de 
multiplicités #11, ..., m,. Prouver la formule 


n ML 


f (a) = 2 2 FO) Bye 


et expliciter les opérateurs B;. 

736*. Soit K l’ensemble de tous les opérateurs positifs (voir exercice 747) 
de trace 1 dans un espace hilbertien À de dimension finie. Montrer que K 
est un compact convexe et trouver ses points extrêmes. 

2. Fonctions d’opérateur auto-adijoint borné. 

737°. Soit À un opérateur de multiplication par une fonction réelle conti- 
nue a(x) dans l’espace L:(]0, 1[). Montrer que À est un opérateur auto-adjoint 
et calculer o(4). 

738°. Trouver le spectre de l’opérateur À de L:(]0, 1[) défini par Af(x) = 
= ax) f(x), où a € L.(]0, 1[). 

739. Soit f € Li1(R, dx). Trouver le spectre de l’opérateur de convolu- 
tion S(f) dans l’espace L:(R, dx). 

740°. Soit f € L1(T, di). Trouver le spectre de l’opérateur de convolution 
de f dans l’espace L:(T, df). 

741°. Montrer que le spectre d’un opérateur unitaire U est situé sur le 
cercle unité. 

7429, Soit À un opérateur auto-adjoint. Montrer que l’opérateur 
(A+11)(4+11)-1 est unitaire pour les À non réels. 
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743°, Montrer qu’un opérateur À est auto-adjoint sachant que l’opéra- 
teur (4—;1) est inversible et l’opérateur (4+51) (4—;1) 1 unitaire. 

744, Montrer que l’opérateur À = {U+1)(U—1)"1 est auto-adjoint 
sachant que l’opérateur U est unitaire et U— 1 inversible. 

745. Calculer le rayon spectral de l’opérateur de Volterra À dans L:(]0, 1[) 
défini par la formule 


A1 = [jo ar 


746. Calculer la résolvante de l’opérateur de Volterra (de l’exercice 745). 

747. On dit qu’un opérateur À d’un espace hilbertien Æ est positif 
si (AX, x) = 0 pour tous les x € H, x Z 0. On écrira alors À > 0. Montrer 
que pour un opérateur positif À on a 


(4x, x) 
(x, x) 


[41] = sup 
x0 


748*. Soient À un opérateur auto-adjoint tel que a-1 « 4 < b:1, p(x) 
un polynôme non négatif sur l’intervalle [a, b]. Montrer que p(4) > 0. 

749. Montrer que l’application p -- p(4) est continue pour la norme de 
Cfa, b] si al << 4 « b:1. 

750. Soit À un opérateur auto-adjoint borné. Montrer que l’opérateur 
U(r) = ef, VtE R, est un opérateur unitaire et que 


UOU(s) = U(t+s), U(?) = U(—-. 


751. Montrer que dans les conditions de l’exercice 750 la fonction opé- 
ratorielle U(f) est différentiable et U”(?) = #AU(?) = iU(9)4. 

752%. Montrer que toute fonction opératorielle U(?) continue pour la 
topologie de la norme et vérifiant l’équation fonctionnelle U(#) U(s) = 
= U(t+s), U(* = U(—) est de la forme indiquée dans l’exercice 750. 

7532. Trouver la décomposition polaire de l’opérateur 4 de multiplication 
par une fonction a € L.(X, u) dans l’espace LA(X, u). 

754. Trouver la décomposition polaire d’un opérateur de translation 
unilatérale dans L(C). 

755. Soient À et B des opérateurs commutables, 4 = RU la décompo- 
sition polaire de 4. 

a) Montrer que R et U commutent avec B si B est un opérateur unitaire. 

b) Ceci est-il vrai dans le cas général ? 

756. Supposons que À > B > 0 et que B est inversible. Montrer que À 
est inversible et que 471 << BT1 

757*. Soit T un opérateur de translation dans (2) (T{x,} = {x:+1}). 
Montrer qu'il existe un opérateur auto-adjoint unique tel que 

1) T = eï4 ; 

2) || AI] = 7. 

758. Soient H. et H, des sous-espaces de H, Pi et P les orthoprojecteurs 
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correspondants. Montrer que lim (P:P2)"' existe et est égale à l’ortho- 


n —> 00 


projecteur sur H:f1H2. 
759. Soit À l'opérateur de ZL:(]0, æT[, dx) défini par la formule 


Af(x) = [ 2 dy. Montrer que À commute avec l’opérateur de dilatation 


0 
L(a): f(x) f (ax). 

3. Opérateurs auto-adjoints non bornés. 

760°. Dans les notations du théorème 7 du chapitre V montrer que 7(1"4)! 
est le graphe d’un opérateur si et seulement si DA est dense dans H. 

7612. Soient À et 4* sont densement définis, c’est-à-dire tels que D, et 
Dy+ sont denses dans H. Montrer que (4*)* est confondu avec la fermeture 
de À. 

762°. Soit À l’opérateur d/dx de L:(R, dx) défini sur 

a) D4 = )(R) ; 

b) Du = {p € D(R) ; p(0) = 0} : 

c) Da = {p € D’ (R) ; p € LAR, dx), p’ € L:(R, dx)} dit domaine naturel 
de définition. Trouver A* et Dys. 

763°. Soit À — d/dx un opérateur de L2(]0, [, dx) défini sur : 

a) Da = {p € DR), suppy € 0, |}; 

b) D4 = {p € EI, œ[, p € La(0, œ[), p’ € La(]0, [)}. Trouver À* et 
D. 

764°. Montrer que À essentiellement auto-adjoint est équivalent à cha- 
cune des conditions suivantes : 

a) À* est auto-adjoint ; 

b) À = À*, 

765°. Dans quels cas l’opérateur À = id/dx dans l’espace H = L:(]0, 1[) 
est-il symétrique, essentiellement auto-adjoint, auto-adjoint : 

a) Da = C[0, 1]. 

b) Da = {p € C1[0, 1], p(0) = p(1)}, 

c) Da = {y € CI[0, 1], (0) = p(1) = 0} ? 

766. L’opérateur À = id/dx de L:(]0, 1[) est défini sur un domaine 
D4 € C1[0, 1] défini par la condition aux limites (0) = Àp(1), À € C. 

a) Trouver A* et D4x+. 

b) Pour quels À Nu À cu essentiellement auto-adjoint ? 


767. Le laplacien À — Fe — + sur L'(R?, dx) sera-t-il symétrique si 


a) Ds = SR);  b) D, = DR ; 

c) D, est le domaine naturel de définition. 

768*. Montrer que tout opérateur symétrique À tel que D4 = À est 
borné. 

769. Soit À un opérateur auto-adjoint. 

a) Montrer que l’opérateur (4+1)(4—;1)71 = U est unitaire. 

b) Montrer que ker (U—1) = {0}. 

770. Soit U un opérateur unitaire tel que ker (U—1) = {0}. Montrer que 
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l'opérateur À = AU+1)(U—1) 1 défini sur D4 = im(U—1) est auto- 
adjoint. 

771*, Calculer l’opérateur À dans les conditions de l’exercice 770 si U 
est un opérateur de 1-translation dans /,(2). 

772. Soient H = l{(C), D4 l’ensemble de toutes les suites à support borné 
de somme nulle, À un opérateur défini par la matrice À = ||az||, où ax = 
= isgn(j—k). 

a) À sera-t-il symétrique ? 

b) À sera-t-il essentiellement auto-adjoint ? 

773. Soient 4;, i = 1,2 des opérateurs de multiplication par x dans 
L:(R, dx) définis sur D4.. L’intersection des sous-espaces D4, et D4, peut- 
elle être composée que de 0 si 4 et 42 sont essentiellement auto-adjoints ? 

774. Soit À un opérateur densement défini et positif (voir exercice 747). 
Montrer qu’il y a équivalence entre À essentiellement auto-adjoint et ker 
(4*+1) = 0. 

775*, Montrer que pour tout opérateur À densement défini fermé l’opé- 
rateur T = 4*A+1 défini sur Dr = {x € D4 ; AX € Dy} est auto-adjoint. 

776*. Soient H: et H: des espaces hilbertiens, H,@ H2 leur produit 
tensoriel hilbertien. Montrer que si des opérateurs A: et 42 sont auto- 
adjoints dans A1 et H2 respectivement, alors l’opérateur 41@ 1+1@ 42 
défini sur D4, © D4, est essentiellement auto-adjoint dans FH. 

777°, Montrer que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est situé sur la 
droite réelle. 

778°. a) Prouver la relation (im 4) = ker 4* pour un opérateur dense- 
ment défini À sur un espace hilbertien. 

b) Dans ce cas, que peut-on dire de la relation (ker 4): = im 4° ? 

779. Montrer qu’un opérateur auto-adjoint À ne possède pas d’extensions 
symétriques distinctes de À. 

780. Soit À un opérateur symétrique. Montrer que l’opérateur (4+5)X 
X(A4—i) 1 se prolonge en l’opérateur isométrique U de im(4—ÿ) dans 
im (A +à). 

781. Soit À un opérateur symétrique fermé. Montrer que l’espace 
im (4+;1) est fermé dans XH. 

782. Montrer qu’un opérateur symétrique fermé À admet une extension 
auto-adjointe si et senlement si dim ker (4*—;1) — dim ker (4* +51). 


$ 2. Décomposition spectrale des opérateurs 


1. Réduction d’un opérateurs à la multiplication par une fonction. 

783°. Soit À un opérateur auto-adjoint dans un espace de dimension 
finie. Réduire cet opérateur à la multiplication par une fonction. 

784°. Soient H = L:[—1, 1}, 4, un opérateur de multiplication par une 
fonction a(x) = x. Indiquer les fonctions qui sont vecteurs cycliques pour 
l'opérateur 4 de A : 


a) fH=1; bfG)=senx; c) f(x) = 0(x). 
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785. Soit dans l’espace H = L2[—1, 1] un opérateur 4 de multiplication 
par une fonction a(x) = x°. Montrer que 

a) H ne contient pas de vecteurs cycliques pour À ; 

b) représenter H par la rénunion de deux sous-espaces contenant des 
vecteurs cycliques pour À. 

786. Montrer que si À est un opérateur à spectre simple dans un espace 
hilbertien H de dimension infinie, alors les opérateurs 1, À, A?, ..., A" 
sont linéairement indépendants. 

787*. Soient B et C des opérateurs auto-adjoints bornés commutant entre 
eux. Montrer qu’il existe un opérateur auto-adjoint borné À tel que B et C 
soient des fonctions de À. 

788. Soit À un opérateur auto-adjoint à spectre simple. Montrer que 
tout opérateur borné B commutant avec À est une fonction de À. 

789. Montrer que || f(4)|| = sup | f(| pour toute fonction borélienne 

t E o(À) 


d’un opérateur auto-adjoint À. 

790. Lesquels des opérateurs suivants sont à spectre simple : 

a) la multiplication par x? dans l’espace L:(]0, 1[) ; 

b) la multiplication par x? dans l’espace LA(]— 1, 1[) ; 

c) la multiplication par x° dans l’espace La([0, 1] X[0, 1]). 

791. Réduire l’opérateur de convolution S(f), f € L1(R, dx) à un opéra- 
teur de multiplication par une fonction. Pour quelles fonctions cet opérateur 
est-il auto-adjoint ? 

792. L'opérateur deconvolution S(f), f € L1(R, dx), peut-il être unitaire ? 

793*. Soit G un groupe commutatif localement compact muni d’une 
mesure invariante u. Quelles conditions doit remplir la fonction f € L:1(G, u) 
pour que l'opérateur de convolution S(f) soit : 

a) auto-adjoint ; 

b) unitaire ; 

c) compact ? 

794. Soit À un opérateur intégral dans Z:(]0, 1[) défini par la formule 

1 


AC = Il min (x, y) f(y) dy. Réduire cet opérateur à un opérateur de 


multiplication par une fonction. 

795, Soit À un opérateur de (2) défini par (AC); = Cy-1—2Cr+Cnri. 
Réduire cet opérateur à une multiplication par une fonction et trouver son 
spectre. 

796. Réduire l’opérateur non borné 4 = ; d/dx dans L:(R, dx) de domaine 
naturel de définition à une multiplication par une fonction. 

797. Soient À un opérateur auto-adjoint non borné dans H, l'4 le 
graphe de À dans H@ H. Montrer que l’orthocomplément de l', dans H@& H 
est T(l'4). 

798. Dans les conditions de l’exercice 797 désignons la projection du 
vecteur x@ 0 sur l', et sur l'{ respectivement par (y@ Ay) et Az@ z. Montrer 
que 


15 
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a) les correspondances x y et x z sont des opérateurs bornés dans 
H ; désignons-les par B et C respectivement ; 

b)C=—AB, (1+4B = 1. 

799. Supposons qu’un opérateur 4 dans L:(R, dx)est confondu avec :d/dx 
sur le domaine de définition naturelle D4 = {p € LoR, dx), q' € Lo(R, dx)}. 
Expliciter / (A) si 

a) f(D=et,  acR; 


bfH=X4, acR; 


1 
DIO= x: AE€R. 


800. Expliciter l'opérateur f (4) si f(f) = et, a — 0, À = d/dx dans 
LR, dx) de domaine de définition naturelle D4 = { € L’(R, dx), 
p’ € L’'(R, dx)}. 

801. Montrer que l'opérateur aux différences finies ÆA;q(x) = 


= + [pGc+h) y) est une fonction de l’opérateur de différentiation. 


802. Réduire à une multiplication par une fonction l’opérateur À dans 


L:(]0, [, dx) défini par Af(x) — J 2 dy (comparer avec l’exercice 759) 
0 


et trouver son spectre. 
803*. Réduire à une multiplication par une fonction l’opérateur Ar dans 
Lo(R?) défini par 


27 


ARf(X, y) = + | f(x+R cosy, y+R sine) de. 
0 


804. Réduire à une multiplication par une fonction l’opérateur Ar de 
L2(RS) défini par 


AO) = 7e | J(+) do(p, 
Sr 


où do(y) est l’élément de surface d’une sphère SR de rayon R centére en 
l’origine des coordonnées. 
805*. Soit f une fonction continue sur un cercle. Expliciter l’opérateur 


J(F)où Fest l'opérateur de Fourier : Fo(y) = Î ex} o( y) dy. 
R 


2. Théorème spectral. 

806. Soient À une mesure projective sur un intervalle [a, b] à valeurs dans 
End H, f une fonction continue sur [a, b]. Pour toute partition T = 
= {a = (0<t<...<t, = b} et tout ensemble de points £ = {é:}, 
Ëk € [frs tk+1], définissons la somme intégrale de Riemann 


SCT, 8) = À FE) Alt Hexa). 
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a) Montrer que les sommes intégrales S(/, T, £) convergent en norme 
vers un opérateur lorsque le diamètre de la partition Ô(T) = max (#z41—#K) 
k 


tend vers 0. Cet opérateur s’appelle intégrale de Riemann de f par rapport à 
la mesure À et se note 


b 
R | FG) 
b 
b) Montrer que l’intégrale de Riemann R | f(x) dA(x) est confondue 


b 
avec l’intégrale de Lebesgue Î f(x) dA(x) définie au n° 2 8 2 chap. V. 


807°. Démontrer les propriétés suivantes de l'intégrale de fonctions 
bornées par rapport à une mesure projective : 


a) [fa (x) +02 202) AG) = où | AG) AG) +u2 | fe) dA(X) : 
X X X 

b) FA) = [AG | 209 A) : 
X X x 


o) | [7 G) (x) | <= sup |f(x)| : 
X xexX 


a) ([ 769 00) = [7 0) : 
X X 
€) Si Jn(x) f(x), [f(x)l<C, VxEX, alors [A dÀ(x) — 
— Il f(x) dA(x) fortement. à 


808. a) Montrer que dans la définition d’une mesure projective la pro- 
priété 3) peut être remplacée par la condition plus faible 37) A(X\E) = 
— 1—A(E)et par la condition de normalisation ÀA(G) = 0. 

b) Montrer que dans la définition d’une mesure projective la condition 
2) résulte de la condition 3), des conditions de normalisation À(G) = 0, 
Z(X) = 1 et du fait que les valeurs de la mesure À sont des orthoprojecteurs. 

809. Soient A1 = L2[0, 1], H2 = La([0, 1] X[0, 1]). Définissons des mesu- 
res projectives À1 et À sur End FH. et End H2 respectivement en posant 
À(E) = M{ys(x)). Existe-t-il un isomorphisme U: H;r- H2 associant 
29 à À1 ? 

810. Soient donnés un ensemble XŸ muni d’une o-algèbre B, un espace 
hilbertien À et pour tout £ € H une mesure finie sur (X, B), tels que 

1) me(X) = |I£ 1 : 

2) Ue-n+bern = 2Ue+2Un. 

Existe-t-il une mesure projective À sur X à valeurs dans End }H telle que 
us = À pour tousles £ € H ? 

811*. Soient Ÿ un compact métrique, À, un espace hilbertien. On appelle 


15* 
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représentation de l'algèbre C(x) dans H une application  : C(X) -— End H 
telle que 


1) œ soit un homomorphisme d’algèbres ; 


2) p(f) = ef} ; 

3) o(1) = 1 (l’unité à gauche est une fonction sur X, l’unité à droite, 
l’opérateur unité de H). 

Montrer qu’il existe une mesure projective unique À sur X à valeurs dans 


End A telle que g(f) = | f (9 dA(x). 
X 


812. Soient 4 un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien H, À sa 
mesure spectrale, E un borélien de la droite. Désignons par HE le sous- 
espace ÀA(E)H. Montrer que 


a) H£ est invariant par À ; 


b) si E est borné, alors AÀ| est un opérateur borné ; 
HE 


c) si E est fermé, alors 0(4 Ë ) GE. 
£E 


813. Montrer que le spectre d’un opérateur auto-adjoint À est composé 
exactement des points a € R tels que A(Ja—e, a+ef[) 0 pour tout & — 0. 
(2 est la mesure spectrale de l’opérateur 4.) 

814. Critère de Weyl. Montrer qu’un point a appartient au spectre d’un 
opérateur auto-adjoint borné À dans un espace hilbertien Æ si et seulement 
s’il existe une suite de vecteurs unitaires &, € H pour laquelle || 4ë,—aë, |! — 0 
pOur ñ +, 

815. La définition du spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint borné 
À se déduit à partir du critère de Weyl (voir exercice 814) assorti d’une condi- 
tion subsidiaire : l’orthonormalisation de la suite {&,}. Montrer que si un 
opérateur B est autoadjoint et compact, alors les spectres essentiels de À et 
A+ B sont confondus. 

816. Formule de Stone. Soit À un opérateur auto-adjoint borné. Montrer 
que 


b 
s-lim Z [l@-2+e7 tdi = 


= Late} +4(( D)+L A4) = LA(a, +2 (@, D) 


817. Soit U un opérateur unitaire dans un espace hilbertien H. Montrer 
qu’il existe une mesure projective borélienne unique À sur le cercle T, à 
valeurs dans End }, telle que 


FU) = [ (ei) dA(E) 


pour toute fonction borélienne bornée f sur T. 
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818. Théorème ergodique de von Neumann. Soit U un opérateur unitaire 


ee _ 1 : 
dans un espace hilbertien 4. Montrer que s- lim ÿ UF existe et est 
K=1 


N — 60 
égale au projecteur sur ker (U—1). 
819. Soient À un opérateur borné, f une fonction analytique dans un 
domaine { contenant o(4). Définissons l’opérateur f (4) par 


FU) = [SG UA-A0 71 @, 
C 


où C'est un contour quelconque dans © englobant o(4). 

a) Montrer que la correspondance f:-- f(4) est un homomorphisme 
d’algèbres. 

b) Montrer que pour un opérateur normal À cette définition de f (4) est 
confondue avec celle du n° 2, $ 1, chap. V. 

820*. Montrer que toute famille d’opérateurs auto-adjoints bornés 
commutant deux à deux dans un espace hilbertien séparable peut être réduite 
à la multiplication par une fonction dans une même base. 

821*. Soient À un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien À, À sa 
mesure spectrale, f une fonction borélienne sur R. Définissons f (4) par la 
formule 


(CE mn = Î CD di) 


sur le sous-espace D14C H composé des vecteurs 5€ H tels que 


[if GP dx) < >. Montrer que 
a) l'opérateur B = f(A)est fermé et densement défini ; 
b) les opérateurs BB* et B“B possèdent le même domaine de définition 
dense et sont confondus sur ce domaine. 
822. Expliciter la mesure spectrale de l’opérateur 4 = id/dx dans 
Lo(R, dx) de domaine de définition naturelle 


D4 = {o € Lo(R, dx) : p È L:(R, dx)}. 


823. Expliciter la mesure spectrale de l'extension auto-adjointe de 
l'opérateur À = L dans D4,= DR) € Lo, dx). 


824*, Expliciter la mesure spectrale de l’extension auto-adjointe de 
2 2 
l’opérateur ti dans D4 = S(R?) € L:(R?, dx). 


825°. Déterminer l’opérateur À dans la représentation V (9) = eit4 d’un 
groupe à un paramètre dans l’espace L:(R, dx), défini par V(ô f(r) — 
= V({+7r). 
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826. Soit U(f) un groupe à un paramètre d’opérateurs unitaires dans un 
espace hilbertien H, tel que U(1) = 1. Montrer que U(f) = e"4, où o(4) € Z. 

827. Existe-t-il pour tout opérateur unitaire U un groupe à un paramètre 
V (®) tel que V(1) = U ? 

828*, Trouver la décomposition spectrale de l’extension auto-adjointe de 


l'opérateur À = + défini initialement sur D(4) = SR). 


TROISIÈME PARTIE 


INDICATIONS 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES ENSEMBLES 
ET DE TOPOLOGIE 


$ 1. Relations. Axiome de choix et lemme de Zorn 


1. Réponse : a), b), e) sont des relations d’équivalence, c) et d) ne le sont pas. 

2. Il faut reformuler la définition de la sorte : j, et /, sont équivalentes s’il existe 
des nombres positifs a, b et € tels que a = f(x)}/f.(x) = b pour 0 = x < €. Il s'ensuit 
que c’est une relation d'équivalence. La non-dénombrabilité de l’ensemble quotient résulte 
de ce que toutes les fonctions x®% pour & = 0 ne sont pas deux à deux équivalentes. | 

3. Soient /,, f2, /A une suite de fonctions positives. Définissons les fonctions jet f 


en posant f(x) = _ : min 00), et f(x) = &. max /(x) pour 1/(k+1) = x = 1/k. 
Eu <i< <i< 
Alors f = f, = Fpour tous les i = 12: 


4. Exemple : X et Y sont des ensembles de naturels munis de la relation d’ordre 
ordinaire. Alors les points (1, 2) et (2, 1) ne sont pas comparables dans XX Y. 

5. a) Conséquence immédiate de la définition d’une relation d'ordre partiel. 

b) La relation d’ordre dans [| (4, ; x) est induite par celle de l’ensemble [] X 

CAS | a € d 
Le point distingué est —{x,}, & € À. 

b) Effectuer une factorisation. 

6. Considérer l’ensemble 4 = NXN (le produit de deux exemplaires de la série 
naturelle muni de la relation d’ordre habituelle) et montrer que dans un espace métrique 
X une suite fondamentale {x,} est fondamentale si et seulement si converge vers 0 la 
suite généralisée numérique {d,} e À construite d’après la formule d,, = d(x,, x,). 

7. Chaque partie Y CX est égale à L1Y,, où Y, = YNX, et de plus Y = 
— L] 1:27 Li] Z, = Ys > Z, pour tous les & € À. 


[2 


A «€ À 
8. La fonction (x, y) se déduit à partir du système d’équations suivant : 
0 si y<£x 
L'SÉy=x 

On établit que ce système admet une solution unique de la manière suivante. Numéro- 
tons les éléments de l’ensemble fini M(x) de telle sorte que x, = x; implique que k = j 
(cf. exercice 22a). Alors l’application f +--- F est définie par une matrice triangulaire dont 
les éléments diagonaux sont égaux à 1. Donc la matrice inverse sera de la même forme et 
ses éléments sont les valeurs de la fonction y. 
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9. Se servir de l’indication de l’exercice 8. 
10. a) ux, x) = 1, u(x, x —1) = —1, dans les autres cas u{x, y) = 0. 


b) Se servir de a) et des exercices 6 et 9. Réponse : (x, y) = bo(=), où #o est la 


fonction de Môbius (1) = 1, Ho(p1* ... * px) = (— 1}, où pr, ..., p, Sont des nombres 
premiers distincts, et u4(n) = 0 dans les autres cas). 

c) Se servir des exercices 7 et 9. Réponse : u(4, B) = (—1)!4!-'%i, où B < A < X, 
lAlet |B| étant les nombres d’éléments respectivement de À et de B. 

d) Supposons que le corps principal est composé de g éléments. Alors u(4, B) = 


= (—1}-qgié- 0/2 où d = dim À — dim B. Idée de la démonstration : soit () le nombre 
g 


des sous-espaces de dimension # dans un espace de dimension #7 sur un corps de gq 
_ . h\. 2. ; à . , 
éléments. Les coefficients k jouissent des mêmes propriétés que les coefficients 


. g ° e 
binomiaux (en lesquels ils se transforment pour q = 1). En particulier 


Gear) ; 


(partager chaque sous-espace de dimension £+1 d’un espace de dimension n+ 1 er deux 
parties : l’une contenue dans un hyperplan donné, l’autre non), 


Da (à) «= A +9 +an … A +gr @ 


(Cette formule se déduit à partir de (1) tout comme le binôme de Newton à partir de la 
propriété fondamentale des coefficients binomiaux.) L'égalité voulue + u(C, B) =0 
B A 


(een 
pour À # B (cf. indication de l’exercice 8) résulte de l’égalité (2) si l’on pose 1 = —1. 
11. a) S'assurer que ÿ q(d) = n(g(d) est le nombre d’entiers naturels m = n dont le 


dfn 
p.g.c.d. est n/d). Il s’ensuit que (n) — ÿ u(n, d) d = > &o(1/d)d (voir indication de l’exer- 
din d\n 
cice 10 b)). 


b) Associons à tout polynôme irréductible P de degré d et de coefficient supérieur 
1 la série f,(X) = 1+X%+X%+ .., Montrer que dans E fr(X) (le produit sur tous 
P 


les polynômes irréductibies) le coefficient en X7 est égal au nombre des polynômes de 
degré n de coefficient supérieur 1, c’est-à-dire à g”. D’où il résulte que E Fr(X) = 
P 
1 1 PC, 9) 

= D = 0 »-1(— 

1+qX+ 4 X?+ TX REX ) FI x , de sorte que 
E G-xX%)-1&@9 — (1 -gX)71. En prenant la dérivée logarithmique des deux membres 
r> 1 


de cette égalité et en la développant suivant les puissances de X, on obtient l’égalité 
ÿ_ dP(a, d) = q". D'où 


d/n 
1 1 
Pa, 9) = = X un, djéf = — Y utn/d). 
din Mn 
c) Vérifier que C(IN)=2 ÿ  g(k)-1. Déduire de l'égalité de l’exercice 11 a) 
1 N 


<< 


Li NI/IN 
CN)= Et) [| (51 H)= 1, 


. [IN | , : N'a: sr SCCN) Ho(@) 
où | 7 représente la partie entière de à . D'où pr NT = nr EE 


nous voulions. 
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Signalons qu’on aurait pu poursuivre les calculs : de la propriété fondamentale de 
la fonction de Môbius (voir indication du problème 8) il résulte immédiatement que 


—1 
>. É sa) = ( ÿ =) : On sait que ce nombre est égal à 6/7? (voir Ex. 536 c) ou 729). 


CE d r=l 
12. Toutes les propositions résultent immédiatement du fait que ®,(r) = [| (t —E), 


€ 
où € parcourt toutes les racines primitives de la puissance n-ième de 1. Pour prouver 
cette égalité utiliser la définition de la fonction de Môbius (exercice 8). 

13. Vérification immédiate. 

14. Désigner par O* l’intérieur de l’ensemble des points positifs (c’est-à-dire l’en- 
semble des points x € R? dont tous les points y d’un quelconque de leurs voisinages sont 
> 0). De façon analogue désignons par O7 l’intérieur de l’ensemble des points négatifs. 
Montrer que O* et O7 sont des ensembles convexes non vides. (Se servir du fait que dans 
R’ on peut choisir des bases composées de vecteurs positifs et de vecteurs négatifs.) 


Prouver ensuite que l’ensemble Z°= O+NO7 (la barre représente l’adhérence) est un sous- 
espace vectoriel de R? partageant R7 en deux parties. (Tout segment reliant un point de 
O* à un point de O7 coupe 7.) D'où il suit que J’est un hyperplan. Raisonner ensuite 
par récurrence Sur ñ. 

15. a) Supposons que w, est la classe d’équivalence qui contient la série naturelle 
N munie de l’ordre naturel. Si M est un ensemble dénombrable totalement ordonné, il 
contient un plus petit élément »7,. De même, l’ensemble M\{m,} contient un plus petit 
élément 7", et ainsi de suite. Soit #7. le plus petit élément de l’ensemble A\{m,}®1 (si 
cet ensemble est vide, MZ est équivalent à la série naturelle). Il est clair que l'intervalle 
M(m) de l’ensemble M est équivalent à N. Donc la classe M est plus grande que u, et 
do 6St le plus petit élément. 

b) Soient M et ZL deux ensembles dénombrables totalement ordonnés. On dira qu’un 
élément m € M est admissible si le segment M{m) est équivalent à un segment de Z. Si 
tous les éléments de M sont admissibles on peut construire une application monotone 
e de M sur un segment de ZL d’après ïa règle suivante : si l’application y est définie pour 
tous les »m = m, alors g(m.) est le plus petit élément de ZL n’appartenant pas à l’ensemble 
g(M(m;)). Si L est épuisé par l’un des ensembles g(M(m)), alors M et L sont comparables 
et L <= M. Supposer maintenant qu’il existe des éléments non admissibles et soit m, 
le plus petit d’entre eux. Etudier séparément le cas où m, couvre un élément et celui où 
il n’en couvre aucun. Montrer que dans le premier cas M — L et que le second cas est 
impossible. 

c) Soit Yf, € JIM. Considérons u € A, et un représentant M de la classe u. Si M, 
est un représentant de la classe u, €, alors ou bien u, = u, ou bien M, est équivalent 
au segment M{(m,). On obtient ainsi une application monotone u, --- m, de cette partie 
de Al, qui est située « à gauche » de u dans un sous-ensemble de M. Comme M est totale- 
ment ordonné ce sous-ensemble possède un plus petit élément. Il existe donc aussi un 
plus petit élément dans Y{,. 

d) Supposons que est dénombrable. Considérons un représentant M, dans chaque 


classe u, € M et soit M = [J M. Munissons M d’une relation d’équivalence. Si u, < y; 


i=1 

alors M, s’applique sur un segment de M, et l’on dit qu’un point m € M, est équivalent à 
son image dans M,. Vérifier que la relation ainsi construite est bien une relation d’équi- 
valance, que l’ensemble quotient M correspondant est dénombrable et totalement ordonné 
et que sa classe Z est plus grande que toutes les classes 4 € A, ce qui est impossible. 

e) Utiliser le théorème de Zermelo. 

16. Appelons u € A admissible si le segment d’ensemble À défini par l'élément 
(x, 0) est équivalent 4 l’intervalle semi-ouvert [0, 1[. En raisonnant comme la démonstra- 
tion de 15 b) montrer que tous les éléments de /{ sont admissibles. 

La deuxième proposition de l’exercice résulte de la non-dénombrabilité de _#£ (voir 
exercice 15d)) et de la dénombrabilité de la base de la topologie de [0, 1f. 

17. Voir indication de l'exercice 16. 

18. Les éléments maximaux sont les cercles tangents à deux côtés au moins du carré. 
Parmi eux il n’en existe pas de plus grand. 
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19. Appliquer le lemme de Zorn à l’ensemble de tous les systèmes linéairement indé- 
pendants de vecteurs de l’espace donné, ordonné par l'inclusion. 

29. En raisonnant comme dans la démonstration de l’exercice 15b) montrer que 
deux ensembles totalement ordonnés quelconques sont comparables (c’est-à-dire que 
l’un est équivalent à un segment de l’autre). 

21. a) Considérer d’abord un ensemble partiellement ordonné dont les éléments 
sont les parties de l’ensemble donné X munies d’une relation d’ordre total. Montrer que 
les conditions du lemme de Zorn sont réunies et que l’élément maximal est l’ensemble X 
tout entier muni d’une relation d’ordre total. 

b) Soient X un ensemble partiellement ordonné vérifiant les hypothèses du lemme de 
Zorn, Ÿ un ensemble de puissance supérieure à celle de X (par exemple P(X)). D’après 
le théorème de Zermelo on peut totalement ordonner ÿ. 

Supposons que Ÿ ne contienne pas d’élément maximal et construisons une applica- 
tion monotone y de Ÿ sur X (ce qui est impossible d’après le théorème de Cantor). De 
façon plus précise, si o a déjà définie sur l’intervalle Y(»,) on convient que 9(y,) est égal à 
l'élément x, € À qui majore p(}{(Y:)) (cet ensemble est ordonné et d’après le lemme de 
Zorn admet un majorant). 

22. a) X étant fini, il contient un élément minimal (c’est-à-dire un élément qui ne 
couvre strictement aucun autre). Appelons-le x,. De façon analogue, dans X\{x;} il 
existe un élément minimal. Désignons-le par x.. En poursuivant cette procédure on obtient 
la relation d’ordre cherchée : x, = X2 <= ... = Xx,. 

b) Oui. Une méthode de démonstration consiste à considérer l’ensemble partiellement 
ordonné des relations d’ordre partiel sur X et de lui appliquer le lemme de Zorn. Une 
autre méthode, à montrer que tout ensemble partiellement ordonné X se plonge de façon 
monotone dans P(X) (à tout x € X associer le sous-ensemble u(x) = {yEX : y = x}). 
Montrer ensuite que l’on peut munir P(X) d’une relation d’ordre contenant l'inclusion. 


(ordonner totalement X d’après le théorème de Zermelo et appliquer l’exercice 13 à 


PGO = [ (0, 1}.) 


23. Montrer en utilisant le lemme de Zorn qu'il existe une base de transcendance de 
C sur Q, c’est-à-dire une famille maximale {2 de nombres complexes algébriquement 
indépendants sur Q. Montrer que C est l’adhérence algébrique du corps des fonctions 
rationnelles de z à coefficients dans Q. Montrer enfin que la famille © a la puissance du 
continu (si la puissance de 2) est inférieure à celle du continu, alors celle de C doit être 
inférieure à celle du continu). 


& 2. Complétions 


24. a) Soit {x,} la suite des centres des boules B,. Montre que cette suite est fonda- 
mentale et que sa limite est le point d’intersection cherché de toutes les boules. 

b) Soit x1, X2, Xa, ... une suite fondamentale. Par définition il existe une suite 
d’indices 71 = N2 < h3 < ... telle que tous les points x,, 7 = n,, sont situés dans la 


boule fermée B, de rayon 1/2* et centrée en l’un de ces points. Considérons la boule B, 


de même centre que B, et de rayon double. Vérifier que la suite B, est contractile et que son 
intersection est lim x,. 
n —> O0 
25. Soient f une fonction uniformément continue sur ÆX, x;,,x2, ... une suite 


fondamentale et x le point de la complétion correspondant à cette suite. Alors 
f) S lim f(x.) (a limite existe du fait de la continuité uniforme de f et de la 


n —> 00 
complétude de la droite numérique R). 
26. a) L’application x ++ arctg x est une isométrie de la droite munie de la distance 
introduite sur l’intervalle ]—7/2, x/2[ muni de la distance ordinaire. Donc, la complétion 
de R est isométrique à l’intervalle [ —x/2, x/2]. 
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b) Comme dans a) l'application x -- e” est une isométrie de l’espace considéré sur 
l'intervalle ]0, f{. La complétion est isométrique à l’intervalle [0, 1. 

27. On obtient la complétion en ajoutant des « intervalles ponctuels » [a, a], a€R. 

28. Tout d'abord, toute suite d’intervalles contractiles est une suite fondamentale, 
il leur correspond un point subsidiaire de la complétion distant de | À| de tout intervalle 
À. Montrer qu’on obtient la complétion par adjonction de ce point unique. Pour cela il 
faut montrer que de toute suite fondamentale d’intervalles fermés non contractiles on 
peut extraire une suite partielle dont toutes les intersections 4," 4, ne sont pas vides. 
Utiliser le fait que pour les intervalles fermés s’intersectant la distance est confondue avec 
celle définie dans l’exercice 27. 

29. Montrer que pour toute suite fondamentale {/f,} la limite f(x) = lim f,(H) existe 


A — 00 
pour tous les x € X et que la suite {/,} converge uniformément vers jf. Pour montrer que 
f est bornée, se servir de la majoration | f(x) —/(»)! = |/f(x)-f()1+140@) -£LO0)1-— 
+10) —-fO)1. 

30. Se servir de l’inégalité triangulaire. 

31. a), b) Toute suite fondamentale de X converge vers un point de l’idhérence de X. 
Inversement, tout point de l’adhérence de X est limite d’une suite fondamentale de X. 

c) Pour complétion de X on peut prendre ladhérence dans B(X) de son image par 
Tinjection isométrique de l’exercice 30. 

32. Utiliser le théorème des boules contractiles (voir exercice 24) pour démontrer 
d’abord la non-vacuité de l’intersection. Appliquer ensuite cette proposition au cas où 
l'espace X est l’adhérence d’un sous-ensemble ouvert de X. 

33. a) Raisonner par l’absurde. L’ensemble Q des nombres rationnels serait alors 
l'intersection d’un nombre dénombrable d’ouverts 72°, Numéroter les nombres rationnels 


et soit ’ pa = 1\{r,}, où r, est le nombre rationnel de rang n. Les ensembles 7 sont ouverts, 


densens et f} É, — @, ce qui contredit la proposition de l’exercice 32. 


n=1l 
b) Soit w,(x) l’oscillation d’une fonction f en un point x. Montrer que pour toute 
fonction f et tout c — 0 l’ensemble F(f) = {x € X : w(x) = c} est fermé et que l’ensem- 


ble des points de discontinuité de la fonction f est confondu avec [J F,,(f). Utiliser 
n=1 
ensuite la proposition à). 


| 5 {x\° : 
34. La suite {P,} où P, = ÿ (5) est une suite fondamentale qui ne converge pas 
i= 
pour les trois distances. | 
Signalons que la démonstration de ce fait, semble-t-il évident, cause souvent des 


oo { 
difficultés aux étudiants. En effet, l’égalité . (5) = = et le fait que le second membre 
i=0 SE 


n’est pas un polynôme (ce qu’il faut encore savoir prouver ; le mieux c’est d’utiliser la 


* a. : 2 TU ; : 
non-nullité de toutes les dérivées de la fonction — n’impliquent pas nécessairement 


que cette suite diverge pour les métriques a), b) et c). On peut faire la démonstration en 
raisonnant par l’absurde. Montrer que si la suite donnée admet pour limite un polynôme 


PO = ÿ c;-xi, celui-ci serait : 


dans le cas a), identiquement égal à pour x € [0,1]; 


2—x 
1 
dans le cas b), tel que | PCT dx = 0; 
0 
dans le cas c), tel que c; = Le pour tous les ; = 0, 1,... Ensuite raisonner comme 


PA 
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plus haut dans le cas a), ramener le cas b) au cas a) en utilisant la continuité de la fonction 
P(x)— 5 sur l'intervalle [0, 1]. 


35. Voir indication de l’exercice 29. 

36. Soit (/,) une suite de Cauchy dans G. Alors (/,;?) est aussi une suite de Cauchy. 
D’après l’exercice 35 les suites( /,)et (771) convergent uniformément vers des applications 
continues jet £. Pour montrer que f'et g sont inverses l’une de l’autre se servir de la majo- 


ration 
dx( fe), x) = d;(fe(x) -ffr 0) + da ff 0) — fr x). 


37. Conséquence immédiate de la définition. 
38. Soient (x,) et (».) des suites de Cauchy dans Q pour la distance 4. Montrer que 
(x, +7) et (x,7.) sont aussi des suites de Cauchy ; si x, — 0, c’est-à-dire ||x,|l, = à = 0 


pour ñn assez grand, alors (1/x,) est une suite de Cauchy (utitiser la majoration 


xp —x"y"Îl, < Ixils Hp—>'11,+11> 1 xx"; p 
| LU Hx-xll 
x” | TÉL Ha 


indication de l’exercice 39. 


et l’égalité 


] S'agissant de la non-complétude de Q voir 


+0 
39. Montrer que la série D a;p', où 0 = a, = p—1 converge dans Q, (ceci résulte 
i 


=—} 
+ 00 


du fait que ses sommes partielles forment une suite de Cauchy). Soient x — >» a;P’, 


= — 


a D b;p° et i le plus petit indice pour lequel a;  b;. Montrer que d, (x, y) = p7f (en 
Îon —l 


particulier le développement suivant les puissances de p est unique). En déduire que la suite 


+ oo 
(=. = y a p est une suite de Cauchy si et seulement si pour tout indice ; la suite af”? 

= —kn 
se stabilise pour les grands n. Il s’ensuit que l’ensemble des éléments représentables par 
une telle somme est fermé. Montrer ensuite que tout nombre rationnel r se représente de la 


sorte (i suffit de considérer le cas r = m/n, où m et n sont des entiers, nest premier à p ; 


construire par récurrence des entiers Mo; My, Mo, ... €t Gp, As An, ... (0 EG <p—-1) 


tels que m, = m,m,-an= m;,,,p pour i = 0 ; alors r = 5 a.p* est le développement 


it=0 
cherché). Reste à se reférer à l’exercice 31. 


Montrer qu’un nombre x € Q, est rationnel si et seulement si la fraction correspon- 
dante est périodique (se rappeler de la démonstration de la même proposition pour les 
réels). D'où il résulte que Q, = Q, c’est-à-dire que Q n’est pas complet pour une métrique 
p-adique. 

40. Prouvons la dernière égalité. Dans les notations de l’exercice précédent on a 
n = 3, m= mo = 2. Choisir à, tel que 2—3a, soit multiple de 5, c'est-à-dire ao = 4, 
mi = —2. D'autre part —2—3a, = 5m: = a = 1, m: = —1, —1—3a = Sm; = a: = 3, 
NMaz — — 2, 

Comme m, = m3, les nombres a, se répètent périodiquement, c’est-à-dire que a; = 1, 
da = 3, 4; = 1, @& = 3, etc. 

Il est recommandé de vérifier immédiatement que la somme 4+5+3-52+5%+3.51+ 
+ ,.. est égale à 2/3 (utiliser la formule de la somme d’une progression géométrique). 


41. Chercher 4/ —1 sous la forme D a,5', où 0 < a, < 4. Chercher les nombres a; 
4=0 


par récurrence à partir des congruences a? = —1(5), aÿ+10a,a, = —1(5?), (ay+ 5a1)° + 
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+ SOaças = —1(5°),...,(a+Sa;+ ... +520, 2) +255 l0a, _, = —1(5*). Cesystème 
admet deux solutions 


A = 2, a = 1, O2 ss et do = 3,4, = 3,0 = 2, ... 


42. Le plus simple est d’utiliser l’exemple de Hausdorff (voir paragraphe III.2.2) 
et de remarquer que les nombres 1, 2, ..., p* forment un p”” réseau dans Z,. La deuxième 
proposition découle de ce que les deux ensembles sont isomorphes au produit d’un nombre 
dénombrable d’ensembles finis composés chacun de p points. 

Si p = 2 la correspondance cherchée peut être construite de la manière suivante. 
Au nombre ... 44140 € Z: On associe un nombre réel de l’intervalle [0, 1] dont la décom- 
position en une fraction ternaire est de la forme 0, b:b,b:, ..., où b, = 2a,. 


A 1 à 
43, Montrer par récurrence sur n que x°”° = x” +p'.u,, Où u, € Z, our # = 1 


utiliser le premier théorème de Fermat). De là il résulte que sgn, (x) — Jim x?" = 
N —}> 00 
= Jim (x+pii+p'us+ ... +p'u,) et lsgn,x—x||, = p7!, Déduire de la dernière 
N > OC 


inégalité que les nombres sgn, a sont distincts pour a = 0,1, ...,p—1, c’est-à-dire que 
sgn, prend un nombre de valeurs supérieur ou égal à p. D’autre part, déduire de la 
définition de sgn, que (sgn, x}? — sgn, x pour tous les x € Z,, et utiliser le fait que 
l'équation y? — y ne possède pas plus de p zéros sur Q,. 

44. Déduire à partir de l'exercice 37b) qu’une série de Q, converge si et seulement 
si son terme général tend vers 0. Utiliser les minorations 


ll, >p 7, ha 


En déduire que le domaine de convergence de la série ÿ (—1)-1xf/k est 
£=0 


{1x EQ,illx|| < 1} = p2Z, ; le domaine de convergence de la série ÿY xF/k! pour p Z 2 
k=0 
est le même. Si p = 2 le domaine de convergence de la deuxième série est 


{ce QixI < +} = 422 


45. Le nombre —1 est la limite dans Q, d’une suite d’entiers positifs. 

46. a) Montrer que la suite des entiers est une suite de Cauchy pour la distance d si et 
seulement si elle l’est pour les distances 2-adique et 5-adique. L'application de la complé- 
tion de N pour d dans 2, X Z, est l’isomorphisme cherché. 

b) En vertu de l’isomorphisme de l'exercice a) les terminaisons infinies qui se repro- 
duisent par multiplication correspondent aux solutions de l’équation x° = x dans l’anneau 
Z, X Zs. Cette équation possède quatre solutions : (0, 0), (0, 1), (1, 0) et (1, 1). 


& 3. Catégories et foncteurs 


47. L'ensemble X est un objet répulsif universel de la catégorie duale. 

48. Associer à tout ensemble son complémentaire. 

49, Oui dans tous les cas. 

50. Le groupe des entiers Z dans G, et le groupe trivial dans G? sont des objets 
répulsifs universels. 

51. La propriété universelle découle de toute construction classique d’un groupe 
libre. Exhibons une construction d’un groupe libre F, de générateurs a et b. 

Soient C, et C, des groupes cycliques infinis de générateurs a et b. Les éléments de F, 
sont les mots (x, Xo, ..., Xh), Où x, pour k = 1,2, ..., n appartiennent à l’un des groupes 
C, ou C;, deux termes quelconques consécutifs appartiennent à des groupes différents et 
aucun terme n’est élément-unité de son groupe ; appelons le nombre 7 longueur d’un mot. 
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La longueur d'un mot peut être égale à 0, c’est-à-dire que F, contient le mot vide G. 
Définissons la multiplication des mots par récurrence sur la longueur. Posons GS -@S = @, 
D'Xp ss Xn) = (Kn ..., Xn)° D = (x1, ..., x,) (c’est-à-dire que G sera élément-unité 
de F,). Définissons le produit (x, ...,x,) (1, ...,Y,) séparément dans les trois cas 
suivants : 


(1) Si x, et y, appartiennent à des groupes différents, alors 

(SN OS is) = x: Xp RU D 
(2) Si x, et y, appartiennent au même groupe et x, Æ y,1, alors 

Cas ces Xe) Dao + + 5 Van) = ns > Xn=2s XV is Vas ++, Vin). 
(3) Six, = y;!, alors 

ER On D RS Re en) 


(le produit du second membre est défini par l’hypothèse de la récurrence). 

Vérifier que muni de ce produit F, est un groupe à deux générateurs a et b et que 
c’est l’objet universel cherché. 

52. Un groupe abélien libre de générateurs a et b peut être défini comme le produit 
direct de groupes cycliques infinis C, et C,. Une autre méthode de construction consiste à 
prendre le groupe quotient d’un groupe libre à deux générateurs (voir exercice 51) par son 
commutateur. 

53. Voici une construction d’un objet universel. Considérons un espace vectoriel À, 
sur À muni d’une base e; ,où 7 parcourt les suites finies (k1, ..., ky), k; € {1,2, ...,n} ; 
si l’on considère des algèbres unitaires, pour Z on peut prendre la suite vide. La multipli- 
cation sur À, qui fait d’elle une K-algèbre sera définie d’après la règle eye; = er, où 
II’ veut dire que l’on fait suivre 7 de 7”. Vérifier que 4, est une K-algèbre associative à n 
générateurs distingués ec, (ap + + «> Een €t que c’est l’objet universel cherché. 

54. On peut définir l’objet universel de CA,(K) comme l’algèbre quotient de l’objet 
universel de À,(K) (voir exercice 53) par l’idéal bilatère construit sur les éléments de la 
forme xy — yx. 

55. Voici une construction d’une algèbre de Lie libre à #7 générateurs e,, ...,e,. 


Définissons par récurrence une famille d’ensembles E,, n = 1, en posant E; = {e,, ...,e,} 
et E, — L1 E,XE, pour n = 2. Posons M — LIE, et définissons la multiplication 
k+tian ñn 


MXM +- M à l’aide des applications E,XE,1+--E,., € M (la flèche exprime l'injection 
canonique découlant de la définition de Æ;,,). Soit K[M] un espace vectoriel sur K de 
base M ; la multiplication introduite fait de X[M] une X-algèbre. L’algèbre de Lie libre 
à n générateurs peut être définie comme l’algèbre quotient de X[M] par l'idéal bilatère 
construit sur les éléments de la forme a-:a et (ab)c+(bc)a+(ca)b. Vérifier la propriété 
universelle. 

Remarquons que les objets universels des exercices 53 et 54 peuvent être obtenus par 
une construction analogue, c’est-à-dire comme le quotient de XTA/] par un idéal bilatère 
convenable. 

56. Définissons VX) comme l’ensemble quotient de l’algèbre tensorielle de l’espace 
À par l’idéal bilatère construit sur les éléments de la forme xoy—yox—[x, y], x, y € À. 
Montrer que V( est universel à partir de l’universalité de l’algèbre tensorielle (voir 
exercice 53). 

57. Soit À une algèbre libre de Lie à 7 générateurs. Utiliser la propriété universelle 
de À (exercice 55) et la propriété universelle de (9) (exercice 56) pour montrer que 
V (MN) est un objet universel dans la catégorie 4,(K) (voir exercice 53). 

58. La somme est la réunion disjonctive dans la catégorie des ensembles et la somme 


directe dans la catégorie des espaces vectoriels ( L | V) est le sous-espace du produit 
x € À 
cartésien | | V, constitué des vecteurs dont seules un nombre fini de composantes sont 
xCA 
non nulles). 
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59. Dans les catégories d’ensembles et d'espaces vectoriels le produit est un produit 
cartésien ordinaire. 

60. Voir indication des exercices 58 et 59. 

61. Désignons par ZL. |X\ZL, l’espace vectoriel sur X constitué des combinaisons linéaires 
formelles de la forme a]xib, où a€ L,, bE L.. Soit L,oL, le sous-espace de Z;XiL: 
engendré par les expressions de la forme (Â,4,+2:a:)ix)b — 11(a,1Xib;) — À:(aÏXib2) et 
alxi(uibit+ Meb2) — u(aixXib)—.(aixib2). Désignons par ZL;@L: l’espace quotient 
LiX\Le/LioL, et par a@b l’image de l'élément ajxjb € L;fxiL, dans ce sous-espace. 
Vérifier que l’application de Z,XZ, dans L.ÏIX]L, qui à (aXb) associe a@b est l’objet 
universel cherché. 

62. Soit d le p.g.c.d. des nombres m et n. Vérifier que C, muni du morphisme cano- 
nique C,XC, > C, qui envoie (a mod m, b mod n) dans ab mod d est un objet universel 
(et par suite Tor (C,,, C,) = Ci). Dans le cas général, se servir du fait que tout groupe 
abélien fini est somme directe de groupes cycliques et le fait que le foncteur Tor est additif 
en chaque argument. 

63. a) Posons À égal à l’ensemble des entiers et faisons de lui un ensemble filtrant 
pour la divisibilité (x = B, si & | B). Posons X, = Z pour tous les & € À et supposons que 
Pas pour & < B est la multiplication par B/«. Vérifier que la limite inductive de cette 
famille est isomorphe au groupe additif Q (les morphismes o. : À, — Q sont définis par 
les formules p,(k) = k/x). 

b) Montrer que l'injection Z — Z, induit l’isomorphisme 


Zip'Z SZ, /P'Zr 


64. Résulte immédiatement de la définition. 

65. Dans les notations de l’indication de l’exercice 61, la structure d’espace vectoriel 
sur C de L@kC est donnée par z-:(a@w) = a@zw,oùa€L, z,w€C, zw est un produit 
de nombres complexes. 

66. Utiliser le fait que le foncteur F réalisant l’équivalence des catégories définit un 
isomorphisme du groupe des automorphismes Aut (4) sur Aut (F(4)) et le fait que le 
groupe multiplicatif des réels n’est isomorphe à aucun groupe de matrices inversibles à 
coefficients complexes. 

67. Pour cette sous-catégorie on peut prendre la catégorie des espaces X?, n = 
= 0,2... 

68. Pour cette sous-catégorie on peut prendre la catégorie des groupes finis réalisés 
comme des groupes de transformations d’ensembles {1, 2, ..., n} pour un certain n. 

69. Résulte immédiatement des définitions. 


CHAPITRE 2 


THÉORIE DE LA MESURE ET 
DE L’INTÉGRALE 


$S 1. Théorie de la mesure 


1. Algèbre d’ensembles. 

70. Résulte de ce que (4 AB) = (4\B)U(B\A4), (4\B) € (4\C)U(C\B), (B\A) = 
€ (C\A4)U(B\C). L | 

71. On s’assure aisément de la validité de ces relations en remarquant que les ensem- 
bles 4, et B, sont confondus en dehors de 4, A B, et les ensembles 4, et B,, en dehors de 


A,:AB,. Donc, en dehors de (4,AB,)U(4,AB,) on peut dans toutes les formules 
remplacer À, par B, et 4, par B2. 


72. Considérer le système constitué d’un seul ensemble non vide (voir d’autres 
exemples dans l'exercice 75). 


73. ANB = (AUB)\((B\4)U(4/B)), AAB = (4\B)U(B\4). 

74. La réunion de deux intervalles fermés disioints n’est pas un intervalle. 

75. Il existe en tout 16 familles de parties de X (c’est-à-dire d'éléments de P(P(X))). 
Citons-les : 


1) G la famille vide 9) {{a}, {b}} 

2) {2} 10) {{a}, X} 

3) {{a}) 11) {6}, 

4) {{b}) 12) {9, {a}, (6}) 

s) {x 13) {S, {a}, 4} 

6) {S, {a}} 14) {S, {b}, X} 

7) {S, {b}) 15) {{a}, {b}, À) 

8) {S, X} 16) {9 {a}, {b}, X}. 


Les familles 1) et 12) sont des semi-anneaux, les familles 2), 6) et 7), des anneaux, 
Îles familles 8) et 16) des algèbres. 
76. Considérer l’intersection de tous les anneaux de Ÿ(X) contenant S. 


77. Soit S la famille des ensembles de la forme À = Li Az, ALES. Si B = 
k=1 
= []B, B,ES, alors ANB=|]A4NB. Comme A/NB,ES l'ensemble ANB 
k, 3 


appartient à $. D'autre part, A\B = LI (N 4:\B;. Il existe des ensembles CLES, 


k=1 j=1 
1</<n; tels que 4,\B, — LIC4. Alors AB={|1f LIci, = LIN Ci. Donc 
( K  j 1! E,Ù 35 
A\BES. 
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78. Si E est l’unité de l’algèbre, alors 
U 4, = E\ (ŒE\4), MNA,= E\U (E\4,). 


79. Considérons le produit de deux semi-anneaux S, et S, (la démonstration est la 
même pour un plus grand nombre de facteurs). Si 4 = 4, X 42, B = B,XB;, où 4;,B,€S, 
pour : = 1,2, alors ANB = (A,NB,)X(4:1NB.) € S.XS,. Supposons que B, € A,, 
B; € A: ; il existe alors des BP ES, et B € S, tels que À, = B,U1B ... BŸ, À, — 


k l 
— B:11 BD... BO'et A,XAo = (B,XB)) LI (Li L mx). 
2=1 j=1 
80. Soit P(X) l'algèbre des parties d’un ensemble de trois éléments (voir exercice 75). 
{a, a}U{b, b} € DX)X DR). 
81. liim£E, est un ensemble de points appartenant à une infinité d’ensembles E, ; 


lim E, est un ensemble de points appartenant à tous les ensembles E, sauf peut-être à un 
nombre fini d'entre eux. 


82. Supposons que À  B. La limite supérieure de la suite À, B, À, B, ... est AUB, 
la limite inférieure, 4 NB. 


8. x\N (U E,) = U (x\ U Ex) =] A) 


n Kzœn ñn kzn n kZR 


84. Considérons AUS £,) (rm E,) s’étudie de façon analogue) Ilest immédiat 


de voir que la condition 4(xo) = 1 (c’est-à-dire x, appartient à une infinité d’ensembles 
E,) équivaut à la condition lim #,(xo) = 1. 
ñ 


85. De l'exercice 84 il s'ensuit que les conditions limE, = limE, et lim y, = lim 7e 


sont équivalentes. 

86. A l’intersection des ensembles correspond la multiplication des fonctions carac- 
téristiques et à la différence symétrique, l’addition modulo 2. 

87. À chaque u € LU (voir exercice 15) associons l’ensemble B, des boréliens de la 
classe x : B,, est l’ensemble des intervalles ; B, l’ensemble des ensembles obtenus à 
partir des ensembles de la classe < y par une seule opération de réunion dénombrable, 
d’intersection dénombrable ou de complémentation. Montrer que B — 5. B, et que 

ue ml 


tous les B, ont la puissance du continu. 


88. Montrer qu’à partir de 7 ensembles on peut obtenir au plus 2° — 1 sous-ensembles 
disjoints non vides (qu’on appellera primitifs). Il est évident qu’à partir de 4 ensembles 
primitifs) on obtient exactement 2* ensembles distincts. Etudier l’exemple suivant qui 
montre que notre majoration est exacte: l’ensemble initial 4,,, m = 1,...,n,est composé 
de toutes les suites de 0 et de 1 de longueur #7 comportant 1 à la m-ième place. Réponse : 
21053 

89. FT YDNS T2) = SIN), STD AS Fe) = f (14 Vo). 

90. Posons 4 = {a, b, c, d}, B = &, b', d'}, € = {@, {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}}, 
fa) = a’, f@) = f(c) = b”, f(d) = d 

Alors f({a, bhNf({c, d}) € F(CÉ). 


91. Si E est l'unité de B, alors f "'(E) est l’unité de f 718). On a (7 ST.) = 


92. Pour tous Ÿ,, Y, € Bona/f-{Y,)Nf 472) = FTP N ho), ST HDAS TP 3:)= 
= f 7(Y,A Ÿ,). Comparer avec la méthode de construction du plus petit anneau d’un 
système d’ensembles, décrite dans les indications de l’exercice 76. 


16 
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2. Prolongement de la mesure. 
93. La mesure extérieure étant sous-additive, on a 


u*(4)+ u*(X\4) > p*(X) = UX). 


94. Supposons que À est mesurable. Pour tout.e = 0 il existe un sous-ensemble B € R 
pour lequel u*(4 A B) = e. Soient À = X\4, B = X\B. Alors u*(AA B) = u*(AAB) = e. 
Doù, en vertu du lemme de la page 20 : u*(4) = u(B)+e, u*(4) — Pre Donc, 
u,0A) = WX)- u*(À4) > X)— u(B)— € = w(B)—e = u*(4)—2e. Comme € est arbitrai- 
re, on a u,(4) = u*(4). D’après l'exercice 93, ceci implique que u,(4) = u*(4). Inverse- 
ment, supposons que (A) = U*(A). Choisissons des ensembles s B, €R ms que AC 


(es Ü B, et que > u(B,) = u*(A)+e. Alors l’ensemble B — Ü B, appartient à R 
contient A et BEA) —< €&. Choisissons d’autre part des eniblé C,€ R tels que 
AC Ù C, et > u(C,) < u*(4)+e. Soient © — Ü C, et C= X\C. On a CER, 


k= 

CE 4 et u(C) = uX)- OC) = uX)— u*(4)—e = u,(A)—e. Nous avons donc 
construit des ensembles B et C de R tels que B 5 4 5 C'et u(B) = u*(4)+e, u(C) — 
-— u,(4)—e. Reste maintenant à se servir de légalité u*(4) — u,(4) pour s’assurer que 
chacun des ensembles B et C approche À à € près. 

95. Tout sous-ensemble de l’ensemble triadique de Cantor possédant la puissance du 
continu est mesurable (sa mesure est nulle). 

96. Chaque classe d’équivalence contient un borélien (voir exercices 87, 106). 

97. Il est évident que a)  b), a) & c), d) a). Si b) et c) ont lieu, alors 


a (fn 4.) = #(N M À ) = lim 2 U 4 , = Jim (4), 


rn=Xk rn=k 
{lim 4) = HU U 4 ) = tm #( 4 ) < lim (4), 
n rnæk n>k k 


d’où l'implication a) — d). 
Considérer l’exemple suivant de mesure semi-continue supérieurement et inférieure- 
ment pas non o-additive sur le semi-anneau S des parties de [0, 1[NQ : 


S = {5u,5 = [a DIN, 1HNQÏ, us, 3) = b—a. 


98. Utiliser l'inégalité u*(AAC) = #*((4AB)U(BA C)) = u*(AAB)+u*(BAC) 
qui résulte de l’exercice 70 et de la sous-additivité de u*. 

99. Soient { À,} une suite de Cauchy d’éléments de JL, 4, € À,. Pour tout LL €Nil 
existe alors /(n)EN tel que o(À,, Ar) < 1/2* quels que soient n°’ = /(n), n°’ — i(n). 
Posons m(1) = /(1), m(2) = max {m(1)+1, /(2)}, m(3) = max {m(2)+ 1, /(3)}, et ainsi de 


suite. Il est facile de montrer que (fn Ant) qu Any} = 0 donc {4,} admet une limite. 
) j 


Une autre démonstration figure dans l’exercice 236. 
100. Si un ensemble B est mesurable, alors par définition pour tout € = 0 il existe 


A € R(S) tel que u*(A À B) < &. 
on 
101. Les ensembles 4, = U es : 


=1 
d’éléments de /L, tel que o(4,, A) = — 1/2 quels que soient 7  m, donc Al n’est pas compact. 
Pour démontrer que _/{ est connexe utiliser les applications continues J:: [0,1] —+ JM 
définies par f.() = À, où 4 = [0,/]NE,E € Ë. 

102. a) Éliniions du carré [0, 1]X[0, 1] tous les points dont une coordonnée au moins 
est binaire et considérons l’application y : (x, y) > z qui aux symboles binaires 0, £,£, ... 
et 0, 7172 ... de x et de y associe le symbole binaire O, £,m1Ë272... de z. 

Vérifier que y est une isométrie sur le semi-anneau des rectangles de la forme 


: Fe définissent unensemble {4,}..ie 
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a=x<b,c<= y = d, les paramètres à, b, c et d étant binaires, donc qu’elle se prolonge 
en une isométrie de Z, sur L;. 

b) S,et S. ne sont pas isométriques. Considérer dans S, un couple de points distants 
de 1. 

c) Soit une isométrie de R, sur R.. L'application 4 ++ 4 AB étant une isométrie 
pour tout B (à vérifier !), on peut admettre que œ envoie G dans G. D’autre part, la 
condition À © B équivaut à la relation o(S, B) = o(@G, A)+0o(S, B). Donc p respecte 
l'inclusion. Comme C € ANB est équivalent à {CC A et CC B} et CE AUB à 
{C = À et C = B}, alors y commute avec la réunion et l’intersection. De plus, le 
complémentaire À de À est tel que o(4, 4) = 1. Conclusion : y est un isomorphisme de 
la Z.-algèbre R, sur la Z,-algèbre R:. 

Considérons maintenant la famille de rectangles P,, = [f, 1]X[{5, 1] et leurs images 
réciproques Q,, = p"(P,.). L'ensemble Q,, appartient à R, et par suite est la réunion 
d’un nombre fini d’intervalles semi-ouverts non contigues. Désignons ce nombre par 
n(t, s). Deux cas sont possibles : 1) la fonction n(f, s) n’est bornée au voisinage d’aucun 
point du carré unité ; 2) n(r, s) est bornée sur un carré ouvert. 

Dans le premier cas il est possible de construire une suite de rectangles Ps D 


= rx D... pour laquelle l’ensemble f”) Os ne sera pas élémentaire. 
5 k=1 


ln En 


Ps : 


(Pour cela il faut choisir f,, et s::. assez proches de f, et s, respectivement pour que 


LI L2 L L] L 1 1 
chaque intervalle semi-ouvert compris dans Q,, : ait une partie = GE de sa longueur, 


8 


située à l'extérieur de Q,,,..,,, et, de plus, que lon ait n(r,,s,) > k.) Ceci 


contredit cependant légalité (\Q,,, = 9, oùt= lim t,,s= lim s,. 
k=1 


k —+ co k — co 


Dans le deuxième cas supposons que MN— sup n(f,s) =, Nous pouvons 
lt—t0| <e 


ss] <e 
admettre que (6, 50) = N. Alors, quitte à réduire le nombre € on peut admettre que 
n(t, s) = N pour to =t<to+e, 5 <Ss <so+e Donc, l’ensemble Q(f, s), pour des 
valeurs données de f et de s, est composé de N'intervalles semi-ouverts [a,, b,[, 1=k<=n. 
Voyons comment a, et b, dépendent de s et de r. Il est clair que a, ne décroît pas et b, ne 
croît pas en chaque argument. De plus, de l'égalité P, = PS il s'ensuit que 


&,s8 

at, s) = max {a(f, 50), &fto, s)}, b(t, s) = min {b,(f, so), b(to, s)}. Donc, dans un 

voisinage (dépendant de 4) du point (f,+€, 50) la fonction a,(t, s) dépend seulement de 

tet dans un voisinage du point (fo, s+ €), seulement de s. Ce sera également le cas des 
N 


fonctions b,(f, s) et c.(r, s) = b,(t,s)—a,(t, s). Or cela contredit l'égalité D» cf, S) = 


k=1 
= (1—1) (1-5). 
103. Oui, puisque les ensembles mesurables forment une a-algèbre. 


104. 21a U 4) < ÿ u(A,). 


k n>k rnœ=k 


105. Les ensembles mesurables forment une a-algèbre. 
106. Soit À C R un ensemble mesurable. De l’exercice 94 il s’ensuit que pour tout 


e  Oilexiste un ensemble fermé B, C À tel que #*(4\B) = &. Alors (]J B,, est le 


n=l 
borélien cherché. 
107. Un sous-ensemble du carré est mesurable si et seulement s’il est de la forme 
A X[0, 1], où À € [0, 1]et est mesurable-Lebesgue. 
108. u,(T) = 0, u*(T) = 1, donc T n’est pas mesurable (voir exercice 94). 
109. On peut obtenir cet ensemble par un procédé analogue à celui qui nous a fourni 


16* 
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l’ensemble triadique de Cantor : éliminer de [0, 1] l’ensemble [0.3 ; 0.4] ; supprimer huit 
ensembles de la forme [0.n,3 ; O.n.4[, où n, = 0,1,4,5,...,9 et ainsi de suite. 
La mesure de l’ensemble restant est 


1—0,1— Ÿ 8*-10-7+1 = O5. 
n=1l 


110. Le sous-ensemble du carré, formé des points (x, y) pour lesquels cos (x + y) est 
rationnel, est de mesure nulle, puisqu’il est constitué d’un nombre fini de segments de 
droite x +7 = const. Réponse : x/6. 

111. Représenter le complémentaire du sous-ensemble considéré par une réunion 
de quatre sous-ensembles de mesure 0. Réponse : 1. 

112. Prolongeons la mesure au semi-anneau de tous les rectangles contenus dans le 
carré et dont les côtés sont parallèles à ceux du carré, en affectant à chacun de ces rectangles 


une mesure égale à //4/2, où / est la longueur de l'intersection de ce rectangle avec une 
diagonale fixée du carré. 
113. La mesurabilité-Carathéodory de À implique 


u(X) = u*(4)+ L*(X\A4) = L*(4)+ (x) — u, (4), 


d’où résulte (comme dans l’exercice 94) la mesurabilité-Lebesgue de À. D'autre part, 
pour toute partie Z © X’il existe un ensemble Z, mesurable-Lebesgue tel que X 3 Z, > Z, 
u(Z 1) = u*(2) (ZA est l’intersection d’une suite de recouvrements dénombrables de 
l’ensemble Z par des éléments du semi-anneau, telle que la mesure 1 (du n-ième recouvre- 
ment) soit inférieure à *(Z)+1/n). On a 


u*(Z) = p*(ZN 4) + u*(Z\A), 
u*(2) = u(Z,) = (Z,NA4)+ u(Z\A4) > u*(ZNA)+ L*(Z\4), 


d’où la mesurabilité-Carathéodory de À. 

114. a) Si À est mesurable-Lebesgue, alors pour tout € = 0 il existe un B du plus 
petit anneau tel que #*(4 A B) = €. D’où il vient que (4 AB) = u*(AAB) = e, et par 
suite | 4,(4)—,(B)| < €, où i = 1,2. Comme À.,(B) = À.(B), alors | 11(4) — À,(4)! = 2e, 
ce qui achève la démonstration. 

b) Soit a = u,(Y) = y = u*(Y) = b. Construisons le prolongement de Lebesgue » 
de la mesure de Lebesgue / engendrée par m, tel que (il s’agit du prolongement) Y soit 
r-mesurable et »(Y) = v. Ilexiste des ensembles E,; et E,, u-mesurables tels que 


E; crc E, u(E:) = Q, Uu(E:) = b. 
Ajoutons au système des ensembles #-mesurables toutes les parties de l’ensemble 


E = E;\E, telles que C = A(Y\E)UB(E;:\Y), ACE, BC E, où 4 et B sont mesurables 
et définis par l’ensemble C de façon unique à un ensemble près de mesure nulle. Posons 


CD = FE utAy+ (1-2 €) 8. 


115. Soit v la mesure de Lebesgue de [0, 1]. On identifiera les images et contre-images 
par l’application j : X — [0, 1] (puisque f est presque partout une bijection). Si Ÿ — [] Y, 


LO 


et Y, < X, pour un ensemble infini d’indices {k}, alors u(Y) = »(Y) = 0.SiY = Y,x... 


2 
ee XX Xp1X XX, alors (Y) = 107*[ 7] car Y; = »(Y), puisque Y est 
i=1l 
k£ 
composé de | | car }; intervalles fermés de longueur 10-E, Considérons maintenant le 
è=1l 
semi-anneau des ensembles L de la forme [a,10-#, b,10-À[. On voit aussitôt que les 
mesures 4 et » sont confondues sur L et que le prolongement-Lebesgue de L est 
confondu avec la mesure ordinaire de Lebesgue. 
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3. Constructions de mesures. 


116. Définissons sur l'intervalle [0, 1] la relation d’équivalence : x = y si x—}y € Q. 
Soit À un sous-ensemble de ]0, 1] contenant un élément de chaque classe d’équivalence. 
Pour r € ]0, 1] définissons l’ensemble À, € ]0, 1] obtenu à partir de À par une r-translation 
modulo 1 : 


A, = ([r+A]UIG-1)+4)DN10, 1]. 


Il est immédiat de voir que l'intervalle ]0, 1] est la réunion d’une famille d’ensembles 
deux à deux disjoints {4,}, où r € QN]0, 1]. Ramener à une contradiction l’hypothèse de 
mesurabilité de À. 

117. Construire un exemple analogue à celui de l’exercice 116 en introduisant ja 
relation d'équivalence : (x,, x2) = (1 Yo) si 


X1—J16Q, x2—J7:2€Q. 
118. Supposons que À C [0, 1[ n’est pas mesurable. Considérer l’ensemble 
{A X{0}}U{{0}xXA} © [0, 1]X[0, 1]. 


119. Une indication pour la résolution de cet exercice sans utilisation de la notion 
d’intégrale figure dans l’ouvrage [ ] chap. V, 8 6, exercice 15. Signalons aussi que si l’on 
utilise la notion d’intégrale cet exercice se résout facilement. En effet, si g est la fonction 


caractéristique de l’ensemble 4, ®(x) — [K20 dt, alors la proposition de l’exercice résulte 


0 
de ce que Ê’(x) = œ(x) presque partout. 
129. Le théorème de Lebesgue d’intégrabilité-Riemann nous dit qu’une condition 
nécessaire et suffisante est que la frontière de l’ensemble soit de mesure nulle. 
121. Vérification triviale. 
122. La première partie est une conséquence de l’exercice 121. L’ensemble triadique 
de Cantor peut servir d’exemple pour la deuxième partie. 


123. Pour la suite de Cauchy [{v,} posons ( lim v) (4) = lim ,(4) pour tout 


A € À. La o-additivité de la fonction d'ensemble lim », résulte de l’égalité 


nm —> 00 


lim ÿ2,(4) = ÿ lim v,(4), où A4=UJA4, AN4,= © 
R—+ O0 à RAR — © î 


pour 4 Æ À, qui, à son tour, est une conséquence de la convergence uniforme des séries 
2 v,(4;) en n. 


124. De la définition d’un ensemble mesurable on déduit sans peine qu’il existe un 
parallélépipède B tel que 


0,75u(B) = u(MNB). 


Montrer que le parallélépipède B’ centré en 0 € R’, homothétique au parallélépipède B 
dans le rapport 1/2, appartient à M — M. Voici l’idée de la démonstration : si b € B’, alors 
(b+ MNB)N(MN B”) n’est pas vide, puisque de mesure positive. 

125. Vérification immédiate à l’aide des propriétés d’une série double absolument 
convergente. 

126. Soit X = QMN1[0, 1]. Considérer l’anneau des parties de X engendré par les 
intervalles fermés avec une mesure ordinaire. L’ensemble X est constitué d’un nombre 
dénombrable de points de mesure 0 chacun. 

127. Les démonstrations de la o-additivité de la mesure de Wiener, connues à ce jour, 
se réduisent toutes à l’établissement d’une correspondance entre X = C[0, 1] et un espace 
Ÿ de mesure » telle que la mesure de Wiener y se transforme en ». Voir par exemple [6*]. 
Dans le chapitre premier de ce livre, on construit un isomorphisme de l’espace (X5, 40) 
(voir exercice 203) et de l’intervalle [0, 1] avec une mesure standard. Un autre exposé 
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(voisin) figure dans [4], chap. IX, $ 6, n° 7. Ici Ÿ est un produit dénombrable de droites, v 


0 le 
un produit dénombrable de mesures de Gauss —— e*/? dx. 
TI 


128. L’ensemble dont il est question dans l’exercice est un cas particulier d’un en- 
semble de la forme #(#,, t:; À, 42) pour ft, = a, t: = b, À, = ]—c, O[, 4, = ]0, cf. 
Donc la mesure cherchée vaut 


| aa - 
Va(b— 0) Île Lea] T 


oo 0 
ee S Exp | — ds — ba 
/a(b- a). | 2(b— a) z 
0 


129. Posons f : x —+ {1/x}. On a 


1 
af Le, BD = > log: —<— = 
FRER 


= ÿ [loge (x+n+1)+ log, (B+ n)—logz (B+n+1)—log: (@+n)] = 
ral 


log: (1+8)—log: (1+ax) = pla, BD). 
1 7 1 — ] L 


1 
Me Do + ——— No À —— 
L Ho + .. L NsT CR f o + CCE 


130. à) f 


b) La mesure cherchée est le produit d’un nombre dénombrable de mesures identi- 
(k+1} 
k(k+2) 

131. Si la somme de la série ne dépend pas de l’ordre de sommation, alors la série 
est absolument convergente. 

132. à) |v!(X) = ui(X) +u(X) ; 

b) I»1(X) = V2 m(X). EE 

133. Définissons la charge conjuguée complexe en posant (4) = »(4) pour tout 
A € À. Alors 


ques sur N définies par u({k}) = log: 


Re » = (v+2)/2, Im v = (v—»)/2. 


134. Pour tout AE ÂŸ posons f(4) = sup {|r(4’)| : 4° € 4, AE A}. Supposons 
que Lu |v(4)| = < ; il existe alors 4, € A, (A5) = +. Choisissons par récurrence une 
A€9 


suite A5 D A1 > A2 > ... telle que /(4,) =, |»(4,)! > n. (Supposons que B € 4,_; 
et |v(B)| = |v(4,,_ Dl+n: si/(B) =, on posera À, = B, sinon 4, = 4,-1\B. 
La propriété de continuité d’une fonction a-additive (voir exercice 97d)) nous con- 


duit à une contradiction : »| M 4) = lim »(4,) =c, alors que C = ff) 4,€% et 
n=0 ñn — 09 n=0 
par suite »(C) Z co, 
135. On dira qu’un ensemble E € À est négatif pour v si (ENF)<0 pour tout 
FE ; on définit de même un ensemble positif. Montrons qu’il existe un ensemble négatif 
A_ tel que 4, = X\4_ est positif, d’où la proposition de l’exercice. 
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Soient {4,} une suite d’ensembles négatifs et lim ?»(4,) = a = inf{v(4) : 4 est 
nn —> 0 
négatif}. Alors 4 = (J 4, est négatif et »(4) = a. Si 4, = X\A_ n'est pas positif, il 


existe alors Co € A4, V(Co) = 0. On peut alors exhiber un plus petit entier X;, pour 
lequel existe C, € Co (CC) = 1/k. Répétons cette opération pour CoCi ; nous 


obtenons C, et k, = k, et ainsi de suite. Montrer que l’ensemble F, = C;, Ü C, n’est 


pas vide et est négatif, ce qui contredit la définition de a. Donc 4, est positif, 
136. Tout sous-ensemble de À, (resp. de 4_) est positif (resp. négatif). 
137. Si E € X est contenu dans X\(44:U4_), alors »(E) = 0. 
138. v,(E) = v(ENA,), v_(E) = —-»(ENA4_). Appliquer les exercices 134 à 137. 


$ 2. Fonctions mesurables 


1. Propriétés des fonctions mesurables. 
139. Les équivalences se prouvent à l’aide des égalités 


EX: f@ = a} = À {rex : fG) = a-—, 
(EX: SG) = à} = X\KXEX: fG > à} 
REX: JG == {rex : j@ < a+} 
{x EX: FO) = a} = X\Kx| fG) = a}. 


140. Toute demi-droite est un borélien ; le plus petit a-anneau contenant toutes les 
demi-droites est l’anneau des boréliens. 


141. {x EX: + 
Re ue si a => O0, 


{x EX: O = f(x) <>} si a = 0, 
luex: —oo< f(x) < a DU{XxEX : 0 < f(x) <oo} si a < 0. 


142. {x EX: |f(X)l<a}={xEX: f(x) = a}N{xXEX : f(x) ——-a}. 

143. Ïl est évident que l’ensemble {(7,, ..., £,) : f(t1, ...,1,) = a} est ouvert et 
on peut le représenter par une réunion dénombrable de parallélépipèdes de R’ de la forme 
(ap, b)x ... x(aÿ, bf). Alors 


{XER : (x) > a} = Ü a {x ER: af = gx = bp}. 


=1 il 


144, Construire une fonction j : R — R continue monotone croissante telle que la 
contre-image d’un ensemble de mesure 0 soit un ensemble X” de mesure positive (utiliser 
par exemple un escalier de Cantor). Soient X © X” un ensemble non mesurable, o(y) 
la fonction caractéristique de l’ensemble / 7 1(x). Alors ol /(x)] n’est pas mesurable. 

145. L'expression [ /(x)}" a un sens pour toute fonction / (x) si seulement 7 est de la 
forme n = k/l, où k = 0,1,2,... ; {= 1,3, 5,7, ... Sikest impair la fonction / (x) = 
— ([/(H)I UE est mesurable d’après l'exercice 143. Pour k pair un contre-exemple 
nous est fourni par la fonction 


1 pour xE€dA, 
fax) = 
—1 pour xédÀ, 


où À est un ensemble non mesurable. 
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146. Supposons que /(x) a été prolongée à droite du point x = 1 par différentiation 


(par exemple f(1+a) = f(1)+a«f'(1)) et posons y,(x) = n| f (+) — f @]|. Alors 


f'(x) est limite d’une suite convergente [de fonctions continues, donc mesurables : 
f'@)= lim p,(@). 


AR —> co 

m m+ | | L [+1 
Da ? Dr Dn d 2ù 
de longueur 2-**. Considérer les a-anneaux engendrés par D, et f (D). Voir 
également l'exercice 115. 

148. Posons U(a) = {xER : f(x) = a}. Chaque suite dénombrable d’ensembles 
U F) devient borélienne par élimination d’un ensemble de mesure 0 (exercice 106). 
La réunion de tous les ensembles éliminés est un borélien de mesure nulle : sur cet ensemble 
on peut poser par exemple f(x) = 0. 

149. Montrer la proposition de l’exercice pour les fonctions simples prenant un 
nombre fini de valeurs après avoir préalablement prouvé que tout ensemble mesurable 
A C [0, 1] est tel que pour tout Ô = 0 il existe un ensemble fermé B € À tel que (4\B) = à. 
Pour toute fonction f(x) il existe une suite de fonctions simples (x) convergeant 


147. La contre-image du carré D,,, = | | est un intervalle 


; . ; , € 
vers f(x). Il existe alors une suite d’ensembles fermés {K,}, 4(K,) = 15; , J,(X) est 
continue sur K,. La suite de fonctions continues /,(x) converge uniformément vers f(x) 
sur l’ensemble compact X — N K,,, d’où la proposition de l’exercice. 


nr 
150. En ramenant l'exercice au cas où f(x) est définie sur l’intervalle [a, b] on a en 
vertu de l’exercice 149 : pour tout € = 0 il existe un ensemble mesurable X, € {a, b], 
u(X:) — b—a—e, tel que f(x) est continue sur X.. Désignons par X{ € X l’ensemble des 
points de densité ; d’après l’exercice 119 on a u(X7) = u(X.). Il est évident que tous 
les points de X* sont des points de Lebesgue de la fonction f, d’où la proposition de 
l'exercice puisque € est arbitraire. 
151. La mesurabilité de / résulte de la convergence vers f presque partout de la 
suite des fonctions en escalier f(x, y) = min (k, f(x, p)). La mesure de l’ensemble sur 
lequel / (x) est finie est égale à 


10-1072+90(10-1072+90(10-1075+ ... )) = 1. 


152. Voir indication de l'exercice 229. 


153. {x : sup AC) > c} = Ü {x : > ©, 


{x : inf) = €} = UÙ {x : Z0 = c}. 
n=i 
154. Résulte de l’exercice 153, puisque 


lim f,(@x) = inf | sup sw]. 


nn —> Co m nm 


im 69 = sup | inf 6). 


1 > O0 nm RM 
155. L’ensemble cherché est : 


QUE: 126)-744001 < 1/8) 


156. Résulte de l’exercice 153. 
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157. Posons F(c) = y{(x : f(x) = c}, alors 
go) = inf c. 


F(c) <= y 


158. Voir indication de l'exercice 157. 
159. Conséquence de l'exercice 143. 
160. Sur le corps des nombres complexes les cercles et rectangles 


{z2€EC:a<Rez<b,c<Imz=d} 


engendrent le même c-anneau d’ensembles mesurables. 

161. Les composantes des vecteurs dans une base dépendent continüment des com- 
posantes dans une autre base. Utiliser l’exercice 143. 

2. Convergence des fonctions mesurables. 

162. La convergence est évidente. Que cette convergence soit non uniforme résulte 
du fait que /,(n) = 1/2. 

163. La suite converge sur la fonction discontinue 


(x) -| 


O0 pou 0<=x=<li 
1 pour x= li, 


donc la convergence n’est pas uniforme. 
164. Si des fonctions continues ne sont pas identiquement égales en un point, elles 
ne le seront pas en un voisinage de ce point. 


165. f(x) = 


xl pou 0<x<1 
0 pour x = 0. 


166. Supposons que la suite { /,} ne converge pas vers f sur un ensemble F et converge 
vers £ sur un ensemble G. Alors f et g ne peuvent différer l’une de l’autre que sur l’ensemble 
FUG. 

167. [ô/3, z— 06/3]. 

168. L'ensemble des points x €R où /,(x) = € pour 0 = € = 1 est un intervalle 
fermé de longueur 2 4/1n &”1/q,. Cette quantité tend vers 0 pour £ +. Donc, f, + 0 
en mesure. 

Pour tout point x € [0, 1] considérons une suite partielle de nombres rationnels 
{rs} telle que Jim re, existe et n’est pas égale à x. Alors ( Pr, Xn,Ÿ —+ © pour 
1 — © et par suite 3,0) — 0 pour n —+ . Il existe une suite partielle {rs} telle que 
Pr: 1x, —X | < 1 /Qns Pour cette suite partielle Ji, @) = el, Donc, lim /,(x) n'existe 

as. 
169. Choisir {k,}, { = 1,2, ... de telle sorte que les intervalles fermés sur lesquels 
J, TE /lne se coupent pas. 

170. Il suffit de remarquer que la méthode la plus naturelle de numération de l’en- 
semble {f(x)} est définie par la condition n = k(k—1)/2+5. Il est évident que 
a(f ©) À 0) = 1/k, lim g,0) = 1, lim g, = 0. 


nr —> co N —> © 


171. Utiliser les relations 
Elh-gl => Ô) € E(f,-hl = 0/D0E(I/,-g| = 0/2), 


E(h Z g) = U E#-g = ]/n). 


172. Appliquer le théorème d’Egorov. Cf. exercice 149. 

173. Considérer tg x sur l'intervalle [—x/2, x/2]. Si sup | f(x)! = M, alors la suite 
{f,(x)} ne converge pas vers f(x) sur l’un au moins des intervalles [ —:7/2, arctg M] ou 
larctg M, 7/2]. 
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Remarque. En se servant du théorème de Lévy on démontre sans peine qu’une 
fonction mesurable (x) = f,(x)—f_(x) telle que | f,Q)dx = [| (dx =+e 


(a, b] [a, à] 
ne peut être représentée sous forme d’une limite monotone d’une suite de fonctions 
sommables. 
174. Montrons que f(x) = nus PA(X), où ,(x) sont continues, est contradictoire. 


Posons F,, = Ep, = 0,5) ceci st l'énsemble des points x tels que y,(x) = 0,5. 
On a Ep = 0,5) = limFÆ,, ce qui contredit le fait que l’ensemble des nombres 


ñn 
irrationnels n’est pas la réunion d’un nombre dénombrable d’ensembles fermés (voir 
exercice 334). 

Remarque. Les fonctions non continues représentables par la limite d’une suite de 
fonctions continues sont dites fonctions de première classe de Baïire. La fonction de 
Dirichlet appartient à la deuxième classe de Baïre (double passage à la limite) ; 

175. La condition nécessaire est évidente (pour toute fonction mesurable). La 
condition suffisante résulte du fait que la contre-image de tout borélien est la réunion 
d’un ensemble au plus dénombrable de niveaux. Considérer l’exemple suivant de fonction 
non mesurable /; : R —Roù£E © R est un ensemble non mesurable : 


E- X si xeCE 
AR —X si xéE. 


176. Pour la fonction /(x) considérer la suite {7,(x)}, où /,(x) = my/n si m/n = 
< f(x) <= (m+l)/n,nEN, m eZ. 

177. La mesure de l’ensemble des nombres de [0, 1] dont l’écriture décimale comprend 
le chiffre 9 est égale à 1071+9(1072+9(1075+ ...)) = 1. 

178. f\ (x) est mesurable comme limite de fonctions mesurables et est presque par- 
tout égale à 9. 

179-181. Les fonctions f(x) sont continues pour la topologie de convergence uni- 
forme, u est définie sur les boréliens pour cette topologie. 

182. Il suffit de montrer que tout ensemble ouvert appartient à {. Ceci résulte du 
fait que toute boule appartient à S, que les boules constituent une base de voisinages 
et qu’un nombre dénombrable de boules sont différentes (un nombre dénombrable de 
rayons sont différents et chaque boule contient un nombre naturel). 

183. L’ensemble À étant ouvert on peut le représenter sous forme d’une réunion 
d’un ensemble de boules d’où l’on peut extraire un sous-recouvrement fini puisque À 
est une partie fermée de X et par suite compacte. Il suffit de vérifier la o-additivité de « 
pour le semi-anneau de toutes les boules. Comparer avec le lemme de la page 24. 

184, Il suffit de vérifier les propriétés a) et b) pour le semi-anneau des boules. L’unicité 
de la mesure résulte de ce que chaque boule de rayon p—#, k = 0, 1, 2, ... est constituée 
de p boules de rayon p=#*+2 dont les mesures sont confondues d’après la propriété b). 


$ 3. Intégrale 
1. L'intégrale de Lebesgue. 


185. Utiliser à propriétés des séries Sen convergentes. 
e 


1 
0) Ex: b) DE reste eo Dre 
187. Pour toute partition T = {t;} définissons les sommes intégrales supérieures et 
inférieures de Lebesgue : S(T) — 2 trs er), ST) = L tute,), où ee ={xEeX: 


1 <f(X) < t,:,}. Montrer que si f (x) est sommable, ne S(T) et S(T) convergent. 
ST) = ji f(x) du = ST), J f(x) du = sue ue lim S(T) (utiliser la majora- 
ACT) — 0 


tion S(T)—S{T) = À(T) CO). 
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188. Ramener l’exercice au précédent à l’aide de la fonction 


rx) = 


189. Utiliser les propriétés des séries absolument convergentes. 

190. S[0, 1] s’applique isométriquement dans Z.[0, 1], où la suite /,(x) tend vers la 
fonction f(x) = x € S[0, 1]. 

191. a) Pour & = —1—f(B = 0) et « — —1(B8 = 0) ; 

b) pour &« ——1—|6]|. 

192. a) La suite approximante de fonctions simples peut être choisie non négative. 


1 
b) ax : 0) > 0) = Ea({x : @ > +) = 0: 
195. On a u({x € [a, b]: 1 = px) < t541}) = Y(tx + 1) — Vi). 
D’après le théorème de Lagrange y(#, 4 1) — y(f:) = p'(6:) (ti: 1—t). 
194. Dans les notations des indications de l’exercice 187 définissons l’ensemble 
mesurable sur le plan: E(T)= U) {(x, ») : SO) E fs fra), 0 & y <f,}. La proposi- 
k 


tion de l’exercice résulte du fait que uE(T) = ST), E A ET) = A(T) (b—a). 

195. Utiliser des suites de fonctions simples monotones non décroissantes conver- 
geant uniformément vers /(x). 

196. Montrer que la sommabilité de f(x) entraîne celle de | f(x). Se servir de l’égalité 
Î EG) +09] du) = [ 8G) duG)+ | hGO du»). 
A 


A À 
197. Si f(x) n’est pas sommable, pour tout c = 0 il existe une fonction simple g(x) 
telle que f(x) — 1 = g(x) = /(x), 


0 si x et O appartiennent à [f}, t441l, 
f(x) dans le cas contraire. 


Î g(x) du(x) > c. 
ne 
Il existe manifestement un ensemble À sur lequel g(x) prend un nombre fini de valeurs 
et qui est tel que 
[FC dut) = [8 dut) = c—1. 
A A 


198. Posons a, = u{({x € X: 2" = f(x) < 2*+1}). La sommabilité de / équivaut à la 


convergence de chacune des séries Ÿ° a,2* et Ÿ° a,2"*!, Montrer que les sommes 
n=0 n=0 

partielles de la série intervenant dans l’hypothèse sont comprises entre les sommes 

partielles respectives de ces séries. 

199. Utiliser la méthode de résolution de l’exercice 198. 

200. a) 1 ; b) 1 ; c) z/4 ; d) 1, puisque l’ensemble {(x, y): xy € Q} est constitué d’un 
nombre dénombrable d’hyperboles xy = const. 

201. L'intégrale de Riemann est définie seulement pour les fonctions bornées. Consi- 
dérons une suite {P,} de partitions de l’intervalle [a, b] telle que P,.. raffine P, et les 
diamètres des partitions tendent vers 0. Soient m,(x) et M.,(x) les fonctions correspondant 
aux sommes inférieure et supérieure de Darboux pour P,,, m,(x) = f(x) = M,{x). Posons 
m(x) = lim m,(x), M(x) = lim M,(x). Montrer que f(x) est intégrable-Riemann 

N —> 00 NN —> 00 


si et seulement si 
bd 


à 
fm) dx = | MG) dx. 
D’après l'exercice 192 cette condition équivaut à la condition m(x) = M{(x) presque 
partout qui, à son tour, équivaut à la continuité de / (x) presque partout. 
202. Par un changement orthogonal linéaire des variables ramener l’exercice au cas 


où la matrice À est diagonale. 
1 


% LA o û » 1 2 
203. Remplaçons l'intégrale Î x°(t) dt par la somme intégrale Fe D (2). 
PTS | 
0 
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L'intégrant pA(x) sera alors une fonction en escalier et son intégrale se calcule par 
la formule 


co r—1 
1, = 77"/2n2 Î ss Î opf-n$ à (Tin — T3)? — ati — b? : ] dtodt...dT,. 


D'après l’exercice 202 on a 1, = \/ — (det 4)-1/2, où À est une (n7+1)X(n7+1)- 


matrice de la forme 


147, _1, 0, RE CE 0 
= 2; a P 0, .. 0, 0, 0 
EL 
b- 
0, — 1, 2+-x, — 1, , 0, 0, 0 
b° 
0, 0, 0, 0, . , — 1, 24 a 
0, 0, 0, 0, , 0, — 1, es 


Calculons det 4. Désignons par D};(4, u}) le déterminant de la NX N-matrice dont 
les éléments de la diagonale principale sont tous égaux à À et ceux de la première sous- 
diagonale et de la première superdiagonale égaux à u (les autres éléments sont nuls). 
En développant ce déterminant suivant la première ligne on obtient l’identité princi- 
pale : D,(4, 4) : = ue _1(Q, #)—u?D;_2(2, un). D'où l’on déduit par réccurence que 


D:x(2, u) = LE , Où x: sont les racines du trinôme du second degré 
HA 
_—— b° Bob, / 
x°—Àx+u = 0. SiÂ=2+-— 5 » L = — 1 alors x: — 1+ Pata/u 


Pour ces valeurs de A et # désignons D;Q, u) Simplement par D,. Alors 


o 
C1 


b 
det 4 = Darat (5 — 1}D,+ (02, +(<- 


suivant la première et la dernière ligne). En se ee de l'identité principale on peut 
ramener cette expression à la forme 


1) (—1)D,_, (développement 


9 


a b 
— (D,,- D — D, -1. 
1 ( n 1) + n—1 


Calculons 
b b° n+1 b b° n+1 
Er _ —2 2e en ! — 2 
D. = A NE (+ n 2 At ) (: n 2 ) : 
n X.—X_ A = 


2 +o(r-® 

exp {2 + 001-9] +} exp {-[P-+oûr-9] cr+ D} 
2 ot : 

(23 {64240073} exp {5-2 + oûr-5)) hb 


= D CC A —_— n——- ch b+0o(). 
r +oûr *) 
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hb 
De façon analogue D,_, = n — + o(1). D'où 


det À — 2 + o(n”t). 
n 


b° CE sh b o(1)) = ee 


du V5" PU: 


TT 
| Parn(X) du(x) — Z, GS NV 55 pour nc. 


C(0, 1] 


Donc 


Donc 


D'où il résulte d’après le lemme de Fatou que les fonctions @4 (x) = lim 9,.(x) seront 
n — 


u-sommables pour a —-0,b=0oua= 0, b — 0. Comme qux) = Pagn(X) = Pao(X) 
on peut appliquer le théorème de Lebesgue et 


: T 
| p. du = Jim [ru dt = V5 55 : 


204. Toute fonction x € C0, 1] se représente de façon unique sous la forme x{(f) = 
= c+7y(t), où c = x(0) est une constante et y € CL[0, 1]. La mesure y, sur C,{0, 1] est 
définie par 


Lo(xG ss. An ..., À) = 
— a [1 (ut 3) 1 Î 2. } exp {- ÿ CD dti, ..., dT,, 
1 : 


1 (x —tx-2) 
Fr 


où to = To = 0 et l’ensemble x{#,, ..., 1,3 A1, ..., À,), comme précédemment. 
205. a) pa(Cal0, 1] = Ho(Xe + 3 Re. À) = 27] | Gt DIX 
=] 


Ty — 
x | . J exp | - ÿ Gt) er 1 Jdrs dr En désignant 7T,—7T,_, par ©, et 
Kai k tk 


ñn n OO 0 
. o Or./ 81. 
ty—t4_ 1 Dar s, On obtient A [#"* Î e kle doz = 1. 
k= &=1 — 


b) La mesure «, étant invariante et l’intégrant changeant de signe par l’application 
x — — x, l’intégrale est nulle si elle existe. La sommabilité de l’intégrant résulte de l’exer- 
cice 203 et de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 

c) Soit x(4) = c+py(r), y € C0, 11. Le résultat de l'exercice peut être formulé comme 
suit. Si 


1 1 
P10) = [y di, pay) = | > dt, 
0 0 


alors 


TT 


Î exp {—ac°—b{c+2cp:0y)+p:(y)]} de duoy = VAE i 
R C0, 1) 


Posons c = t/1V/a et faisons tendre a vers --. Nous sommes conduits à la relation 


| | et 0patu) dt du?) = VE 


R Cot0, 1] 
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ou 


€ duoO) = 


Col0, 1) 


1 
V6 


D'où il s’ensuit que les intégrales Î pi) du(y) peuvent être calculées par 
Col0, 1) 


développement de la fonction 1/4/ch b en série de Taylor. En particulier 
1 
J modo) = +, | H0)du0 = + 
Col0, 1] Col0, 1] 


206. a) Soit | f(x)| = M. Il est immédiat de voir que 


frais (ii -5) uÂx EX: FOI > 5) < AMI Je Due 
x 


d’où l’intégrabilité de f(x). 
b) Il est évident que 


[If I du = x EX: |fG) <1}+ 
». 


+Y 2x EX: |fG > 2} < UX)+2AŸ 219 Lo, 
n=0 


d’où l’intégrabilité de f(x). 
207. a) Utiliser le résultat de l’exercice 130. 


| (+1) 
b) D’après la proposition de l’exercice 130 on a Wu MK({a})) = Il ÿ 108: 1G 14+2) — 

= Il 1082 ou . Le terme général de ce produit peut s’écrire : 1 —log: RS ; 

Réponse ee — = co, 


k=14 
2e Fonctions à à variation bornée et intégrale de Lebesgue-Stieltjes. 
208. Vérification immédiate. 
209. a) f(x) est bornée puisqu'elle satisfait à la condition de Lipchitz ; b) f(x) n’est 
; 7. Lee 2 
pas bornée. Considérer la partition {o, 1 ne D 1}. 


210, 211. Ces propositions résultent de celles relatives aux fonctions monotones. 
212. Utiliser le théorème de Lagrange. 
213. Utiliser les sommes intégrales de Darboux et le théorème de Lagrange. 


214. a) e5° —1 ; b)In2 ; c) 8 ; d) 8 V/3/9. 
215. {a,} sont les points de discontinuité (cf. exercices 210) 


= D(a,+0)—-P(a;). 
216. Utiliser les majorations : 
a) F8, 1) —-f'8x)l = fu + 1) 8x à) —/ Ce) 84) 1+ 
+) gr + 1) SC) 8x) = 1 F Ccn + D) —/ x) | sup {1801} + 
+182 1) —80a)l sup {F1}; 


a 1 VO 
D rad Jo Vallet /en-/Gal 
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217. a) Considérer les fonctions 


. 
SO) = x, CE EE ac. 


O, x-— 0: 
, . 1 1 
b) Construire une fonction monotone (x) telle que e(%) — 7 Pour 
n = 1,2, 3, ..., (0) = Oetf(x) soit à variation bornée sur l’intervalle (0. 1 et telle 
que f(x.) = 27", fO.) = 0 pour une suite 1=x;, =» =x2> Je = = 0. Alors 
le fait que o(/) soit à variation bornée résulte de la divergence de la série D — 


218. Raisonner par l’absurde. 
219. Soit p: 1=[a b]r->S = [0, 1]X[0, 1] une application sur S défine par 


g(x) = (f(x), g(x)). Considérons n°? points de S de la forme (. +), où &k, 


[= 1,..., net leurs contre-images a = x1 < ... <Xx, = b, P(x:) À p(x;) pour i = j. 
n?—1 
On a Var {f(x]+ Var [go] = 2 US Gin) -fG)1+ 184 D GI = 


rm — l 1 1 un ? = e. . ; 
= : ) , Ce qui contredit le fait que f(x) et g(x) sont simultanément à variation bornée. 


1234. 76 


L rh 


HE 


etre 
pp 


La proposition de l’exercice est fausse si l’on n’exige pas que les fonctions f'et g soient 
à variation bornée. Pour n = 1, 2, 3, ... partager S et Z en 4” carrés et intervalles fermés 
respectivement et établir une correspondance entre ces carrés et ces intervalles associant à 
tout intervalle et ses sous-intervalles un carré et ses sous-carrés (fig. 3). Si x € Z alors x est 
point d’intersection d’une suite d’intervalles fermés à laquelle correspond une suite de 
carrés emboités dont il faut prendre le point d’intersection pour (x). Comparer avec 
l'exercice 452. 

220. Vérifier pour les sommes intégrales et passer à la limite. 

221. De la discontinuité de ®(x) en c il résulte que (voir exercice 210) pour toutes les 
suites {a,}et {b,}telles quea < a <a; <=... <c<...-<b;<b;= b, Jim (b,—a,) = 0 


on a |®(b,)—®(a,)| — K = 0 pour me œ. De l’intégrabilité de f sr ADO à ® il 
s'ensuit que lim |®(b,)— (a) f ol” = (0. Donc, f co" — 0 ce qui exprime que 


n —> CO an dn 


f(x) est continue en c. 


b bd d 
222. D'après l’exercice 220 b) on a Î f(x) dD(x) = Î f(x) dB, (x) + Îr (x) dB, (x), 


Fig. 3 
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où D x) est différente de 0 en les N premiers points, et D,(x) en les autres points. Il est 
évident que la première intégrale est nulle ; appliquer la majoration de l’exercice 220 à). 

223. Supposons que Ÿ est une fonction à variation bornée qui n’est différente de D 
qu'aux points de discontinuité. D’après l’exercice 210 la fonction ® — Ÿ est différente de 0 
en un nombre de points au plus dénombrable. Appliquer les résultats des exercices 220 b) 
et 222. 

224. Considérons deux partitions : Xo, Xy, ..., Xn et Ep = 4, Ë1, ..., Era = D, où 
X1 = <x;pouri= ]1|,...,n. 

Ona 


n n+1 
2 FE) Lex) —- 8x: )] = / ) gb) —f (a) ga) — > 8) (C5) —-/ (D. 
225. Former la somme intégrale et considérer les intervalles contenant les points 


{ci}. | 
226. Voir exercice 224. Réponse : by(b) — ay(a) — Î p(x) dx. 


227. 11 =—-1:1+2—2) = 5, L = . 147 (-2 = — 17/4, 


—1 


Lxdee1+ fade = 17/6, 


228. I, 


1 = f xt dx+1+ [2x dx = 34/3, 
—9 0 


Il 


1 ° 
1= | G+1)dx+1+/20G%+1)x dx = 301/20. 
_—9 0 


229. Partageons l'intervalle [0, 1] en 2” parties égales et pour y € min [ f(x), max f (x)] 
définissons N,(>y) comme le nombre de parties qui contiennent au moins une racine de 
l'équation f(x) = y. Les fonctions N,(y) sont mesurables, puisqu’elles ne présentent qu’un 
nombre au plus fini de discontinuités. Montrer que N,(y) = lim N,(G) et utiliser 


l’exercice 154. L'égalité de l’intégrale et de la variation se vérifie immédiatement. 
1 
230. a) Désignons Î xt d®(x) par a.. Utilisons la propriété suivante de la fonction 
3 3 Din 
tement de la définition. Donc 


0 
D(x) : a+) = + (x), o(5+2) = Ï + dx), propriété qui résulte immédia- 


1/3 1 1 1 
ne Î x" dD(x) + Î x* dD(x) = + ce | Î y dD(y)+ Î (24° ao) 
0 0 


2 
2/3 0 


a 
= Je Vo À Ci Dar _ y 
nn > é 


Sachant que a; = æ on obtient de proche en proche a, = 1/2, a; = 3/8, a; 
ay = 87/320, ... 


D'où a, = 


5/16, 


] 
b) Désignons Î e%* dB(x) par T(a) et utilisons la méthode de résolution de l’exercice 
a). On a ° 
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1/3 1 
P(a) = J es dD(x) + Î es dD(x) = 
0 2/3 
l 1 
= L | esvl3 d®(y)+ L Î e°?l33 + ayl3 d®(y) + L ( + e?/3) w(<) = 
2 p 2 3 
0 


ot 


— P?al3 ea + 
e*‘13 ch à v(£ ? 


L'itération de la formule obtenue nous donne 


_ ,318,819 CTE ER LE a a (x) 
(a) = ee! ...e ch 3 ch 9 hr T : 


De toute évidence y(a) —+— 1 pour a — 0. Donc 
Ses a 
W(a) = e“? T[ ch (x). 
k=1 


c) De b) il s'ensuit que 

1 

[ sin 7x dO(x) = Li) = Pr] = |] cos (5). 
2i £=1 3# 


e 


0 


3. Propriétés de l’intégrale de Lebesgue. 
231. a) Résulte de l’inégalité de Tchébychev : 


HER EX: | > 8) < 71 [IF duo). 


ZX 


b) La réciproque est vraie pour une suite de fonctions bornées sur un ensemble de 
mesure finie. Dans le cas général elle est mise en défaut. Contre-exemple : f,(x) — 
n n 
= —;—— Sur ]—c, cf, f(x) = —— sur [ —-1, 1]. 
nm = x" ] né [ A ) 1+n°x° [ ? ] 


232. Etudier l’exemple : X = R, u la mesure de Lebesgue, f(x) = - Li -n2, n11: 


233. FX) — NX10, 1/r]° 

234. Pour établir l’inégalité triangulaire utiliser la relation À = (a+ ub)/(a+b) = pu 
pour i<uaz0,b=0. 

235. Soit {f,} une suite de fonctions fondamentale pour la mesure. Montrer que de 


{f,} on peut extraire une suite partielle {/,1} telle que ufx EX: 3 lim fa09} = 
= u(X)—1. De façon analogue, de la suite {/Ë} on peut extraire une suite partielle 
{f7#1} telle que ulx € X, 3 lim fs} = HO) . Il est immédiat de vérifier 


que la suite {f#}, n = 1,2, ..., converge presque partout sur ÆX vers une fonction 
mesurable f(x), et que .(x) converge en mesure vers f(x). La convergence en mesure 
de la suite fondamentale de A[0, 11 résulte de l’inégalité 


of, 8) = 5 ufx EX: |fG)-g1 > 0}, 


qui est valable quel que soit o = 0. 
236. Procéder comme pour l’exercice 234. 


17 
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237. Soit Î f(x) du = À. Pour tout € = 0 il existe un sous-ensemble Æ, de mesure 
x 
finie dans X pour lequel (l f(x) du = A—e. D’après le théorème de continuité absolue 


E 2 
de l'intégrale, il existe un "Ô(e) - 0 tel que | f(x) du = £ pour tous les ensembles E 
E 
de mesure — Ô(e). Le théorème d’Egorov nous dit que /, converge uniformément vers /” 
sur un sous-ensemble E, © E, tel que u(E,\E:) = Ô(e). Il existe d’autre part des numéros 


ne) et n,(e) tels que Î | y) —f(x)l dx < € pour N > n,(e) et J SX) du À < e 


£ 
pour N = n(e). Soit n(Ee) = max {n,(e), m(e)}. De ce qui précède il s ensuite que 


Îlfy-f1du = [ff 1 du + Î fxdu+ | fdu= 
x 


E, X\E, X\E: 


<e+ | fydu- | fydu+ | fdu- | fdu < 
ZX E, X E, 


< €e+l+e—-(1—3e)+1-(1—2E) = 7e pour NW > n(e). 


238. Soient a€R, X,={xEeX: f(x) = a} et p(a) = u{X,). Alors p(a) est une 
fonction non décroissante sur R et de plus p(a) — 0 pour a->— et p(a) -> i pour 
a Too, 

Supposons par souci de simplicité que p(a) est continue. Il existe alors une fonction 
inverse g(#) définie sur ]0, 1f et telle que p(g(r)) = r. Montrons que inf | (x) du 

M(A)=t | 
est réalisé pour 4 = X,,,. En effet, tout ensemble 4 de mesure t s ‘obtient à partir de 
X,«w Par élimination d’un sous-ensemble Y et adjonction d’un sous-ensemble Z € X\X,, 
et de plus u(ŸY) = u(Z). 

Or f = g(t) sur l’ensemble F et f — g(t) sur l’ensemble Z. Donc, l’ensemble À qui est 
la borne inférieure est défini de façon unique à un ensemble u-négligeable. 

Montrons maintenant que la fonction jf sur X et la fonction g sur J0, 1[ sont équi- 
mesurables, c'est-à-dire w({t € ]0, 1[ : ge) = a}) = u({x EX: f(x) <a}) pour tous 
lesa€R, où u, désigne Ia mesure ordinaire de Lebesgue sur l'intervalle 10, 1[. Le 5remier 
membre de cette relation est égal à p(a), puisque l’inégalité g(r) = à équivaut à r = p(a). 
Le second membre est égal à p(a) par définition. 


1 
De l’équimesurabilité de f et g il résulte que Î 4(g(r)) dt = FZC7 GX) du(x) pour 
; 0 X 
toute fonction borélienne 7. En particulier, en posant 
O0 pour # => a, 
40) = 
h pour A=a 


on obtient l'égalité voulue. Le cas d’une fonction p discontinue est laissé au soin du lec- 
teur. (La fonction correspondante g(/) présentera des intervalles de constance.) 
239. Non. 


240. Posons f(x, y) = 27: pour x #0 on a f(x, }) = z ( se :) et 


CURE Or 


1 
fre y) dy = —_— Donc J Ï FX, ») s dx = _. et de façon analogue 
0 
1 


: ET 
I fe pa) dy = 2. 


241. I] est évident que les deux intégrales itérées sont nulles. Si l'intégrale double 
existait, elle existerait aussi sur l’ensemble {0 = x = 1, 0<}y= 1} et l’on pourrait 
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1 


appliquer le théorème de Fubini ; or pou x ÆZ0ona | G RE dy = ET D? 
et cette fonction n’est pas sommable sur ]0, 1]. 
1 1 1 
242. ( ( Î fx, ») ax) dy=0, | (i [7 ») dy) dx = 1. 
0 ‘0 0 ‘0 


243. Soient y, la mesure de Lebesgue, # une mesure quasiinvariante et X un borélien 
quelconque de la droite. Considérons l’ensemble Y € R° composé des couples (x,, x2) 
pour lesquels x, —x, € X. En appliquant à cet ensemble le théorème de Fubini du produit 
de mesures u Xyt, on obtient 


j Lx 1 — À) du(xs) = [ Xe + À) duo(x 2). 


— 60 


De là on déduit que si #9{x1 — X) = u9{(X#) = 0, alors u,(x,:+ X) = 0 pour presque 
tous les x,, donc que u,(X) = 0. Si en revanche uç(X) = 0, alors on aura à gauche 
&(X) HR), donc #(x2+ À) Æ 0, c’est-à-dire que u,(X) 0. Par suite les mesures 
u et #, Sont équivalentes. 

244. La variation de la charge », est égale à | 9; | = |flu. Donc les conditions 
lv,1(4) = 0 et Ï|»,|(4) = 0 sont équivalentes si et seulement si les conditions 
HANN,) = 0 et u(ANN.) = 0 le seront. La dernière est réalisée pour tous les À si et 
seulement si UN, AM) = 0. 

245. Le théorème de Radon-Nykodym nous dit que pour tout sous-ensemble À de 
mesure finie y, il existe une fonction mesurable 0 (x) telle que »(B) = fe 1(x) du(x) 


B 
pour tout sous- ensemble mesurable BC À. Supposons maintenant que X = UX,, 
H(X,) <o et 0, = 0% . Il est immédiat de voir que les fonctions 0, et o ; Sont confondues 


presque partout sur %. NX;. Il existe donc une fonction mesurable à ‘sur X confondue 
avec 0, presque partout sur X.. Cette fonction jouit de la propriété requise. 
246. Supposons le contraire. Alors u(AN1[0, 1]) = 1/2 et il existe un recouvrement 


de l’ensemble 4f1[0, 1] par des intervalles disjoints {4,},_, » ... tel que » 1 4,) < 1. 


On obtient une contradiction : 


jen 


1 

2. mANT(O, 11) = > u(AN À.) = 5 - 
247. Utiliser le théorème de Radon-Nykodynm. 

248. Se servir du fait que F(x) = Îf (t) dt est une fonction absolument continue 


(ceci résulte de l’absolue continuité de l'intégrale). 

249. a) Conséquence immédiate des définitions. b) A l’aide de ces fonctions on 
peut approcher toute fonction g de S. c), d) Les polynômes et les polynômes trigono- 
métriques sont denses (même pour la convergence uniforme) dans l’espace des fonctions 
continues qui sont denses dans Z.{[0, 1] d’après b). 

250. a) Résulte de la définition d’une métrique dans Z,(R). 

b) Remarquer que toute fonction à support borné constante par morceaux se laisse 
approcher pour la métrique de L,(R) par une fonction à support borné linéaire par mor- 
ceaux et utiliser a). 


c) Considérons l’ensemble L, des fonctions jf € L,(R) telles que Je f(x) dx = 0 


pour tous les Æ entiers non négatifs. Montrons que les fonctions / Sont caractérisées par 
la condition : 


er @) = Le #r0 dx = 0 
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pour tous les À € C. En effet, la sommabilité des fonctions e 7” *#f(x) et xe*+#f(x) 

entraîne la dérivabilité de w(À) pour tous les À € C, donc l’analyticité. Comme pf”(0) — 

= Î e "x'f (x) dx, les conditions f € Lo et y, = 0 sont équivalentes. Soit a() une 
R 


fonction sommable sur R. Alors 0 — [ a() qs(2) d? = (l Late + (x) dx = 
R R R 
= Le” “b(x) f(x) dx, où b(x) — [ att)e d?.. Montrons que par un choix convenable 


de ax) on peut prendre pour b(x) n’importe quelle fonction linéaire par morceaux 
continue. Il s’ensuivra que e “fo = 0 presque partout, donc que f(x) = 0 presque 
partout. 

On remarquera que le produit de a(À) par e‘ se traduit par une f-translation de 
b(x). D'autre part, la correspondance entre a(À) et b(x) est linéaire. Il suffit donc de 
prendre pour b(x) une fonction élémentaire égale à 0 en dehors de [ — 1, 1] et à 1—|x} sur 
( 2 sin” À/2 
[— 1,1]. I s'avère qu’il suffit pour cela de prendre a(À) — … er 


l'exercice 668h)). 

251. Montrer que l’ensemble des fonctions pour lesquelles est satisfaite la condi- 
tion de continuité de la translation est fermé dans Z,(R). Vérifier cette condition pour 
les fonctions à support borné continues. 

252. a) Montrer que f(t)f.(x—1t) est une fonction mesurable par rapport à la 
mesure de Lebesgue sur le plan (x, f) et appliquer le théorème de Fubini pour les mesures 
a-finies. On peut se dispenser du théorème de Fubini si l’on considère d’abord le produit 
de convolution sur l’ensemble, dense dans L,, des fonctions à support borné continues, 
et ensuite le cas d’une fonction bornée /(#) € L, et enfin l’on approche /,(t) par des fonc- 
tions bornées. 

b) Considérer la relation 


(comparer avec 


LfG+h)-fC1< sup AO | LAG+ M) AI dt. 


253. Par hypothèse Î f(x) dx = 0 pour tout ensemble élémentaire À. L'intégrale 


A 
étant une fonction de l’ensemble 4 complètement continue. Ceci est également vrai pour 
tous les ensembles mesurables. En particulier pour les ensembles X, = {x : f(x) = 0} 
et X__ = {x : f(x) < 0}. Utiliser ensuite l’exercice 192b). 


CHAPITRE 3 


ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 
ET OPÉRATEURS LINÉAIRES 


& 1. Théorie générale 


É. Topologie, convexité et semi-normes. 

254. La translation et le produit par un scalaire sont des homéomorphismes dans un 
espace vectoriel topologique. 

255. Pour tout voisinage W de O dans un e.v.t. il existe un voisinage U de 0 tel que 
U-UcW.SixéX il existe un voisinage W de 0 tel que x+WMNX = @.Considérer 


les ensembles ouverts X+U et x+U. 
256. En faisant choix d’une base {e,} dans l’espace donné, on peut l’identifier à K. 


Montrons que toute norme p sur K* est équivalente à la norme |lx[| = > Ix;l, où 


i= 


x= Gi. x)ek" En effet, p)= (5 x) = > xl pC@) = ClixIL où 
C= ex P(e:). D’autre part l’inégalité | p(x) — p(y)| = Ce he < C[fx-7y|] montre que 


p est con tuuE sur X* pour la topologie (ordinaire) définie par la norme || - ||. La boule 
IIx|l = 1 est fermée et bornée, donc compacte dans X”. Soit c — min p(x). Alors 


fzl=1 
CIlxil = pQ) = cllxil c.q.f.d. | | 
257. Montrer par récurrence sur dimZ que tout isomorphisme linéaire entre 
L et K‘n£Z est un homéomorphisme. 
258. Considérer les injections des voisinages de 0. 
259. a) A+B — VU, (4 + x). Utiliser l’exercice 254. 


b) Soit a 4 À +B. A lof pour tout x € B l’ensemble x+4 est fermé et par suite 
(voir exercice 255) il existe un voisinage U(x) de 0 tel que (a+ U(x))N (x +4) = = @. Les 


ensembles x4+ U(x) forment un recouvrement ouvert de B. Soit {ut U(x;) : 


:1<i<n}un sous-recouvrement fini et VW=  f} -—-U(x;). Montrer que (a+ V)N 


l<i<n ; 
N(A +8) = 
260. Pour chaque f ER et chaque entier n posons e,{t) = ef", f, = e_,+ne,, 
n = 1,2,... On traitera ces fonctions comme des éléments de l’espace L°(] —-z, xl). 
Soient X, le plus petit sous-espace fermé de Z, à contenir es, ex, ..., X, le plus 
petit sous-espace fermé de Z,, à contenir f,, f,, ... Montrer que X,+ X, est partout dense 
dans Z,, mais n’est pas fermé. 


Par exemple le vecteur x — D n”le_,, appartient à L, mais pas à X,+ X.. Voici un 


exemple plus simple : sur le plan réel A est la droite y = 0, B, l’ensemble défini par y = e*. 
Vérifier que 4 + B est le demi-plan ouvert y = 0. 
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261. 262. Conséquence de la définition d’un ensemble convexe. 

263. Voir indication de l’exercice 264. Réponse : S — u(4), L. est le périmètre de À. 

264. Par souci de simplicité et de suggestion nous ferons la démonstration pour le 
cas de deux ensembles convexes sur le plan. Nous supposerons accessoirement que les 
ensembles convexes À, et 4, sont limités par des courbes différentiables 7’, et Z”, ne 
possédant pas de tronçons rectilignes. Supposons que l’ensemble À = &,A,+as49 est 
limité par la courbe J". 

Paramétrisons les courbes l”,, 1”, et l” d’une façon spéciale. Plus exactement à tout 
point z € [0, 2x{ associons le point (x,(r), y.(r)) € 1”, en lequel x cos T+y sin 7 atteint 
son maximum lorsque (x, y) parcourt À,. (En d’autres termes (x(r), y(r)) est le point de 
tangence de Z”, et de la droite d’appui qui fait un angle 7 avec l’axe y.) On définit de façon 
analogue la représentation paramétrique (x.(t), y.(T)) de la courbe l’, et la représentation 
paramétrique (x(T), y(r)) de la courbe 1”. Montrons maintenant que ces paramétrisations 
sont reliées entre elles par les relations 


X(T) = x AT) + uxo(T), 


CT) = y 1(T) +aoVo(r). 


En effet, 
max (x CoST+ysinT) — max [(tix;+@ox2) COS T+ (ti, + aa) Sin T] = 
x,V)E À (&;, 05) € À; 
— max [xi(x, COS T + y, sin T)+æ.(x2 COS T + y: Sin T)] — 
(ris V5) € À; 
= @; max (x, COS T+),SinT)+@, max (\: COS T+},sinT), 
(Zi V1) € À (Z2, Vo) € 4 


d’où la relation voulue. 
Il reste maintenant à se servir de la formule classique donnant l’aire d’un ensemble 
27 


A limité par une courbe l" définie sous forme paramétrique : u(A) = Î x(n) dy(r). On 


© 


to 


TT 


obtient u(4) = ahu(4:)-+eu(44) + 2e MA Ao) Où MA 4e) = | FPE dr. 


0 
La dernière quantité s’appelle surface mixte du couple d’ensembles A, et À, au sens de 
Minkowski. | 
De façon analogue pour # ensembles convexes 4,, ..., 4, du plan on a la relation 


uaiAi+ ... +aAx) = D M(4;, A;)xa;. 
ë, 3 


La marche de la démonstration est la même pour les ensembles d’un espace de dimen- 
sion ñn ; La frontière 04 de l’ensemble convexe À est paramétrisée par les points de la 
sphère unité S de R’ ; ensuite on se sert de la formule du volume : 


u(4) =. f x1() dx (DA... Adx, D). 
S 


Ceci fait apparaître la notion de volume mixte M(A,,...,A,) d’une collection de n 
ensembles convexes dans R” en termes duquel sont exprimées de nombreuses caractéristi- 
ques géométriques des corps convexes. 

265. Montrer que la topologie convexe nucléaire est définie par le système de toutes 
les semi-normes finies sur Z. 

a) ps = |f(x)| est une semi-norme pour toute fonctionnelle linéaire f sur L (pas 
forcement continue). 

b) La fonctionnelle de Minkowski d’un ensemble convexe équilibré et absorbant est 
une semi-norme. 

266. B = {x : pA(x) < 1, où p, est la fonctionnelle de Minkowski de l’ensemble B° 
découpe sur toute droite passant par 0 un intervalle fermé pour la topologie euclidienne. 
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267. Considérer les ensembles B, = {x: pA(x) = 1} et B, = {x : px) < 1}, où ps 
est la fonctionnelle de Minkowski de l’ensemble B. 

268. Utiliser l’exercice 266. 

269. c.(4) est un ensemble convexe. Utiliser ensuite l’exercice 262. 

270. Une base de voisinages de 0 de l’ensemble semi-normé ZL est composée des en- 
sembles {p,(x) < €}, « € À, e = 0. 

271. Tout e.l.c. contient une base de voisinages de 0 composée d’ensembles convexes. 
S'agissant d’un contre-exemple pour les e.v.t. généraux voir l’exercice 321. 

272. Montrer que pour la topologie de la convergence en coordonnées Re R°© 
est un espace localement convexe muni d’un système de semi-normes p,, n = 0, 1, 
PAUXx}T) = 1x, | ; utiliser ensuite l'exercice 270. 

273. Pour r = 1 la boule de rayon r est un ensemble convexe, puisque confondue avec 
C(R). Pour 0 = 7 = 1 la boule de rayon r n’est pas un ensemble convexe. En effet, sup- 
posons que 7 — —[log-fr] = 1. Alors la boule de rayon r contient le sous-espace V, de 
C(R) composé des fonctions nulles sur l'intervalle [—n, n]. Donc, cette boule ne peut 
être ensemble convexe que si avec toute fonction f elle contient la sous-variété linéaire 


; 


f+ V,. Vérifier que ce n’est pas le cas pour la fonction constante f = mers 

274. Les boule S, = {f € C(R), d(f, 0) = R} pour R = 1 ne sont pas des ensembles 
absorbants, donc C(R) n’est pas un e.v.t. pour cette topologie. 

275. La fonction p(f) = sup |/(x) | est une norme sur BC(R). 

276. Montrer que la topologie de R® définie par la métrique d({x,}, {y,}) est une 
topologie de convergence en coordonnées (voir l’exercice 272). 

2. Espaces duals. 

277. Ceci resulte de la linéarité de la fonctionnelle et de l’invariance de la topologie 
d’un e.v.t. par translation. 

278. a) Ramener l’exercice au cas où U est un voisinage équilibré de 0 ; 

b) ker f'est fermé, donc nulle part dense et par suite il existe un x € Let un voisinage 
équilibré F de 0 tels que x+ VNker f/ = G. Montrer que f(V) 3 —/f(x) et utiliser a). 

279. Utiliser la base de Hamel. On appelle base de Hamel un système {x,} linéairement 
indépendant d'éléments d’un espace vectoriel L tel que son enveloppe linéaire soit confon- 
due avec L. (Voir exercice 19.) 

280. Le théorème de Hahn-Banach nous dit que la topologie de Z pour laquelle sont 
continues toutes les fonctionnelles est confondue avec la topologie convexe nucléaire 
(voir exercice 265). Montrer que la puissance de la base de voisinages de 0 pour la topolo- 
gie convexe nucléaire est 26, où B et la puissance de la base de Hamel (voir exercice 279) 
de l'espace Z. 

281. a) Si|/(x)l = c sur la boule unité de l’espace Z, alors ! f(x)1 = c.[|x|| pour tous 
les x € L, puisque j'est homogène. Donc f'est continue en 0 et par conséquent (voir exercice 
277) partout. Inversement, si f est continue en O0, alors |f(x)| = 1 sur une boule ouverte 
de rayon r = 0 assez petit. La fonctionnelle / étant homogène il suit de là que f(x) = 7! 
sur la boule unité. 

b) Si j est continue, elle est bornée sur un voisinage de 0 et par suite sur tout ensemble 
borné. Inversement, soit W, = PV, = ... = V, = ... une base de voisinages de O0 et 
po que la fonctionnelle f n’est bornée sur aucun de ces voisinages. Choisissons 
x, € V,telque|f(x,)| = n. Vérifier que X = {x,} est un ensemble borné. 


282. ||f || = sup Te L = EUR HG 


283. a) b—a ; b) [LG dr ; C) D IAl. 


284. Vérifier que l’hyperplan / (x) = 1 ne contient pas de points x de norme = || f ||"! 
c'est-à-dire de points dont la norme est aussi proche que l’on veut de || ||"! 

285. Utiliser l’exercice 257. 

286. Un espace de Banach B est réflexif si et seulement si la boule ||x|| = 1 es 
compacte pour la topologie faible. 


264 ESPACES VECTORIELS ET OPÉRATEURS LINÉAIRES (CH. 3 


287. (co)’ > /, (en fait (co) = Z, ; voir exercice 293), donc la convergence faible entraîne 
la convergence sur les composantes. Considérer la suite x,(x,, = 1,i=n,x,; = 0,i-—n) 
et prouver que la boule unité de c, n’est pas compacte pour la topologie faible. 

288. Une base pour la topologie faible est composée d’ensembles non bornés pour la 
topologie forte. ‘ 

289. Utilisons le fait évident (2) 2 7 (en réalité (4) = /., voir exercice 294). Soit 
{x} une suite d’éléments de /, ne convergeant pas fortement vers 0. En passant à une 
suite partielle et en multipliant par une constante, on obtient |[|x(® || = 1 pour tous les n. 
On dira qu'une suite {x,} € /, est concentrée à € près sur l’intervalle de la série naturelle 


[ks, Alsi ÿ x; = (1—-e)llxil. Supposons que xt + 0 pour n + ce. Alors xf? + O0 pour 
=” 


n— pour tous les k. En passant encore une fois à une suite partielle on peut admettre 

que x(® est concentrée à 1/4 près sur l'intervalle [k,, Z,] et de plus ces intervalles sont 

disjoints pour les différents n. Posons maintenant a, = sgn x! sii € [k,, l,] et a; = O0 dans 
co lh 

les autres cas. Alors > ax) = D | x | — : ÿ x] = £ [x 0 |] . [xt || > 1/2. 
= =kn ê € LXns ln] 

Ce qui contredit l’hypothèse xt + 0. 

Remarque. Le résultat établi montre que la topologie d’un e.v.t. peut ne pas être 
définie par une classe de suites convergentes (bien que toute topologie soit définie par une 
classe de suites généralisées convergentes). 

290. Montrer qu’un plan d’appui de la boule unité dans L est défini par une équation 
de la forme f(x) = 1,où fE L'et||If || = 1. 

291. Considérons une face de dimension k et k+1 sommets x;, i = 1, ..., k+1 de 
cette face (ces sommets existent, puisque tout polyèdre convexe est l’enveloppe linéaire de 

.ses sommets). Associons à cette face l’ensemble {f € B”, f(x;) = 1, i = 1, ..., K+1}. 
Montrer que cet ensemble est une face de dimension (n— k — 1) de B. 

292. Choisir une base dans P et la compléter en une base de R’. 

293. Vérifier que la boule unité de c, ne possède pas de points extrêmes, et que la 
boule unité de c en possède deux : x, = 1 et x, = —1. L’isomorphisme entre /, et c, 


est défini par la formule ({a,}, {x,}) = » a,:X,, Celui des espaces /, et c’ par la formule 
n=1: 


=. 7 
({a,}, {x,)) = 4, lim x,+ > A+1X,. Pour le calcul de la norme de {a,} dans c’ considérer 
—+ 00 nl 


ñn 
des suites de la forme 
Sgn G;31 pour i<N, 
Xe = 
J sgn G; pou i=N. 


294. Utiliser l'inégalité de Hôlder. 
295. Considérer sur c € /. la fonctionnelle continue f({x,}) = lim x, et appliquer 


le théorème de Hahn-Banach. 


296. Choisir dans L; et Z; des bases &;, i = 1,...,n et hs) = 1,...,n, respectivement 
biorthogonales à des bases e,, i = 1,...,n,et j;, j — 1,...,n, dans L,et L:. 


297. a) Dans l’espace Z,(R), chaque intervalle fermé possède un « milieu » unique (en 


d’autres termes l’égalité ||x—y|| = 2||x—z|| = 2]|z—-7|| pour x et y donnés est réalisée 
| x+y 
seulement au point z = 5 -): 


b) Soit {x,} un ensemble dense dénombrable dans l’intervalle [0, 1]. Associer à une 
fonction f € C[0, 1] la suite {f(x.)} € LR). 

298. a) Si L n’est pas réflexif et L’ est séparable, la compacité de la boule unité B € L 
a été prouvée dans la « Théorie » (théorème 12 chapitre IT). Si L’ n’est pas séparable la 


compacité résulte du théorème de Tikhonov. (Plonges B dans le produit d’intervalles 
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fermés [] 1; à l’aide de la formule x ++ {f(x)} ; € r’ et vérifier que l’image de B est fermée, 
ser 


puisque | f(x)! = ||/ |. | Supposons maintenant que B est un compact pour la topologie 


faible. L'image canonique de B dans L’’ sera alors compacte pour la topologie x-faible. 
Mais l’image de B est dense pour cette topologie dans la boule unité (puisqu'il n’existe 
pas d’hyperplan de la forme f(x) = c, f € L’, x € L’’ séparant les points de la boule unité 
de L””’ de l’image de B). Donc L’’ = L. 

b) Utiliser le résultat de a). 

299. La boule unité de l’espace C[a, b] possède deux points extrêmes : f(x) = 1 et 
f(x) = —1. T1 s'ensuit d’après le théorème de Krein-Milman qu’elle n’est compacte pour 
aucune topologie. 

3. Théorème de Hahn-Banach. 

300. Utiliser l’exercice 257. 

301. L’hyperplan séparateur doit être de la forme f(x) = 0, f € P’. Montrer que f = 0. 

302. Supposons que À est compact ; il existe alors un voisinage F de 0 tel que À + FN 
NB = SG (cf. indication de l'exercice 255). Appliquer la forme géométrique du théorème 
de Hahn-Banach à 4 + V’et B et utiliser encore une fois la compacité de À. 

303. Fixons x € L ; du théorème de Hahn-Banach il s’ensuit qu’il existe x* € Z, 
xl = 1,G*,x) = IIx1|. 

304. L’isométrie L + L’’ construite dans l’exercice 303 est un isomorphisme puisque 
dimZ = dim L’’. 

305. Pour X prendre la boule unité pour la topologie faible de l’espace dual. 

306. Considérer la restriction de la fonctionnelle cherchée au sous-espace Z, engendré 
par les vecteurs x,, ...,x, et appliquer le théorème de Hahn-Banach. 

307. Utiliser les coordonnées polaires. 

308. Utiliser la séparabilité de Z (n, R). 

309. Soit L le sous-espace de /.(R) engendré par les suites de la forme y, = x,:1—x,, 
{x,} € L... Montrer que la suite y, = 1 se trouve à une distance 1 de Z. Appliquer ensuite 
le théorème de Hahn-Banach. 

310. Voir indication de l’exercice 309. 

311. f(x) = sup p(T"x), n = 0, +1, ... 


312. Pour x on peut prendre la puissance de l’espace L’. Le plongement de L dans R°« 
est défini par la formule x + {f(x)}, eZ” 
313. Soit Z le sous-espace de B(R”) engendré par les fonctions / telles que 
lim f(x) = 0 et par les fonctions de la forme f(x+1t)—f(x). Calculons la distance de 
z|| — 00 
L à la fonction f = 1. Il est clair que cette distance est = 1. Supposons qu’elle est 
strictement inférieure à 1. Il existe alors des fonctions /,, f1, ..., fx € B(R?), des vecteurs 
sprl, € R7 et un € > 0 tels que 


LOL (G+h)-fQ) > 8, (D) 


et de plus f(x) — 0 pour ||x || — c. Considérons le sous-groupe additif de R” engendré 
par les vecteurs f,, ...,{N. Il est immédiat de vérifier qu’il isomorphe à Z" pour un m = N. 
Soient e1, ...,en les générateurs de ce groupe. On peut admettre que tous les e, sont posi- 
tifs par rapport à une relation d’ordre sur R* (voir exercice 14). De (*) il s’ensuit alors qu’il 
existe des fonctions ®o, Pr, ..., Ph Sur Z”" telles que o,(z) —+ 0 lorsque z; + pour 
tous les À = 1, 2, ...,met 


Potz)+ Ÿ pz+e)-p(2)=e pour tous les z€Z7. (+) 
j=1 
(Utiliser le fait que chaque vecteur , est une combinaison entière des vecteurs e, de même 


que la relation f(x+ri+1.)—f(x) =f(x+t)-f(r)+e(x+t)—e(x), où gx) — 
= fx + t1).) 
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Désignons par T; l'opérateur de translation de e; : T,f(x) = f(x+e;,). De (**) il 
s’ensuit qu’il existe un M tel que 


D (T-Dp(@)=e2 dèsque z-M, 1<i<m. (#4) 
j=1 


Nous allons montrer que (***) est contradictoire. A cet effet appliquons l’opérateur 


ri (1+7;+ ... +T}-1) aux deux membres de cette relation. On obtient 


j=1L 


2 (T? - D] [ia +T+ ... +712) = n"-e/2 pour z;, - M. 


Si l’on désigne par C la plus grande des normes y; sur B(Z”*!) on est conduit à l’inégalité 
2n"-1C > n%.e/2 


qui est mise en défaut pour n — 4C/e. 

Ainsi donc d(1, L) = 1. Et la fonctionnelle F définie sur L+R:-1 par la formule 
F(f+ À) = 2, pour j € L, est de norme 1. En la prolongeant d’après le théorème de Hahn- 
Banach à B(R”) on obtient une fonctionnelle LIM. Cette fonctionnelle s’appelle limite de 
Banach (qui le premier l’a mise en évidence). A noter que les propriétés a), b) et c) ne dé- 
finissent pas la fonctionnelle LIM de façon unique (contrairement à la limite ordinaire). 
Cf. exercice 114. 

314. Soit Z” un réseau de R’ engendré par une base canonique. Définissons une mesure 
g par la formule 


u(A) = LIM D arr). 
2 € FAÂ 


où LIM est la limite définie dans l’exercice 313. 

315. Appliquer le théorème de Hahn-Banach. 

316. Voir indication du problème 315. 

317. Considérer l’hyperplan (x, /,;) = 1, où j, est un ensemble dénombrable partout 
dense dans la boule unité de ZL,(n, R) (1/p +1 Jq — ]l)et utiliser l’exercice 284. 

318. On peut admettre que l’ensemble convexe F contient 0 et que l’intersection de F 
avec toute droite passant par 0 est un ensemble fermé. La frontière de définit en coordon- 
nées polaires (r, o) le graphe d’une fonction convexe r(œ), donc r(œ) est continue sur [0, 27] 
et telle que (0) = r(2x). Montrer que pour tout € = 0 il existe un polygone PV, (€) tel que 

tr(p)—#@)| <= €, où (y) est une fonction définissante la frontière de 1, (e). V, (e) est défini 
par l'intersection des demi-plans de la forme a,x+b,y = 1. Considérer l'immersion œ : 
R?— R': (x,y) — xa+yb,où 4 = (a,,...,a,),b = (b,, ..., b,). 

319. Voir evercices 306, 454. 

320. Raisonnons d’abord par récurrence sur le nombre d’ensembles. Supposons que 
N = n+2 et que la proposition a été prouvée pour N — 1 ensembles. Si X,, ..., X} vérifient 
l'hypothèse du théorème alors N — 1 quelconques d’entre eux possèdent un point commun 
d’après l’hypothèse de la récurrence. Posons Y, = AM Xy, "1 = i = N-—1. Alors N—2 
ensembles quelconques Ÿ, possèdent un point commun. Comme N—2 = n+1, la famille 
Y, vérifie de nouveau l’hypothèse du théorème. Donc, tous les Ÿ; possèdent un point 
commun qui le sera aussi pour tous les X,. Reste à traiter le cas où N = 7+2. Raisonnons 
maintenant par récurrence sur la dimension. Supposons que le théorème a été prouvé 
pour les dimensions = ñn et considérons les ensembles X,, 1 = ; = n+2 dans R’ qui 7+1 

n+l 


à n+1 possèdent un point commun. Si X, ;, ne rencontre pas l'intersection Z = (7) X; il 


i=1 
existe un hyperplan Z séparant ces deux ensembles convexes. 7 ensembles quelconques de 
X,,1 =i<= n+1 possèdent un point commun avec Y,., et avec Z. Donc, ils en possèdent 
un avec Z. Posons Y, = X;"NL, 1 = i = n+1. En identifiant L à R*-! on constate que 
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n+1 
(\ }: n’est pas vide par hypothèse de la récurrence. Ce qui contredit la définition de L 


i=l 
n +1 


comme ff} }; = ZNL. Reste à vérifier le théorème pour n = 0. 
j=1 

Remarque. Par des raisonnements topologiques on montre que la condition de con- 
vexité dans le théorème de Helly peut être remplacée par la condition suivante : tous les 
ensembles de la forme À, Hs NZ; pour £ = n+ 1 sont homotopiquement équivalents 
à un point (c’est-à-dire se contractent en un point). 

321. Montrer que l’enveloppe convexe de l’ensemble VU, est confondue avec l’espace 
C[0, 1] tout entier. D'où la proposition de l'exercice. Soit {y:}, 0 = i = n un système de 


fonctions continues sur [0, 1] tel que : 1) 0 = p,(x) = 1 ; 2) » px) = 1, 3) supp y; = 
i—] i+1 


_ [= | (On peut poser par exemple (x) = (1—-|i-nx|),;.) Pour toute 


fonction f € C[0,1] on a f — > p:f. Donc f appartient à l'enveloppe convexe des 
fonctions y; = (a+ 1)y:f, 0 ee < n+1. Montrons que pour n assez grand toutes les 
fonctions y, appartiennent à U,. Ceci résulte de la majoration 

1+i 


ie se. —— 2 4/ de = —— 
Vlyil dx = Vn+i | VTT dx = NE VTT 
1—i 


322. a) L’ sépare les points de L. 
b) Prouver la continuité de F(f)en utilisant la relation 


( F(fQ)) du(x) | = 4 LF(FG)): du(x) = |1F|| Î LS | du(x), 


4, Espaces de Banach. 

323. {x : ||x ||, = 1}n’est pas un ensemble convexe pour 0 = p = 1. 

324. Considérer l'ensemble des suites à support borné à coefficients rationnels. 

325. Considérer l’ensemble des suites d’éléments 0 et 1. 

326. Pour montrer qu’une suite fondamentale converge, il sulffit de prouver qu’une 
de ses suites partielles converge. Utiliser la suite partielle «rapidement convergente » 


1 
{x,,} pour laquelle | [Feng Xag ss | SX 
327. Pour montrer que ||x|| = 0 <> x — 0 utiliser le fait que Z, est fermé dans L. 


328. Extraire d’une suite {v,}, fondamentale dans L,, une suite partielle {»..} telle 
mere 

Poser a, = y, — Vas et choisir a, € PC) ( est l’application quotient L —+ L,) 
tel que elle <a, ii Po Considérer S,= a+... +a. Montrer que lim y, — 

329. Soit p une application quotient de L sur L,, z, une suite fondamentale dans Li. 
Alors y, = g(z,) est une suite fondamentale dans L, et par suite il existe y = lim y,, d’où 
| 2 v— AP —+ 0, donc il existe r, Eq(y—7,) = p'O@)-p"'(r,) tels que Ir [1 + 0. 
Fixons un élément / dans (y); alors r, = f—-f,, f,€æ@ 7 ,). Donc f,—7/, mais 
z, Ep y,), donc f,—z, = x, est une suite fondamentale dans L,. 

En définitive, lim z, = f—x, x = lim x, existent, et par suite L est un espace de Banach. 


330. Soient X un espace de Banach séparable, {x,, ...,x,, ...} un ensemble dénom- 
brable partout dense dans la boule unité de X. 


Définissons une application Z,(K) —- X en posant À : {a} > AnXns {On} € AK). 
n=1 
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a) Montrer que À est correctement définie et est continue. 
k 
b) Pour x, ||x]] = 1, donné choisir x, tel que || x— ÿ° 2-:*1x,,, 
i=1 
im À = À. 


c) En remplaçant dans cette majoration 2 par 3, 4, ... montrer que À : w/ker À + X 
est une isométrie. 

331. La condition nécessaire est évidente. Pour démontrer la condition suffisante 
utiliser le lemme de Zorn ; il suffit de prouver l’existence d’un ensemble non dénombrable 
de boules disjointes de rayon €, € étant un nombre quelconque = 0. 

332. Utiliser l’exercice 257. 

333. On peut énoncer cet exercice sous la forme suivante : parmi les polynômes de 
degré n de coefficient supérieur 1 trouver celui qui a la plus petite norme dans l’espace 
CI -1, 1] (ce polynôme s’appelle polynôme s’écartant le moins de 0 sur l’intervalle [ — 1, 1]. 
Solution (FTchébychev). Considérer le polynôme T,{(x) = 2!-* cos (narc cos x). Vérifier 
par récurrence que 7,, possède un coeïñicient supérieur égal à 1, une norme égale à 2!-" et 


= 274, D'où 


5 : k 
prend alternativement les valeurs +2!-* aux points x, = cos — , &k = 0, 1, 


Par ailleurs si P est un autre polynôme de degré n de coefficient supérieur 1 s’écartant de 0 
d’une quantité inférieure à 2!-*, alors les graphes de P et T,, se coupent au moins en # 
points (car la différence P —T,, change de signe quand on passe de x; à x,:,). Or ceci est 
impossible puisque P —T,, est un polynôme de degré n, donc ne possède pas plus de (7-1) 
zéros. 

334. L'application quotient o : L — £/L, envoie la boule unité ouverte de Z dans la 
boule unité ouverte de Z/L,. 

335. Choisir une suite de 1/2-perpendiculaires y,, à L(y:, .. 3 Ÿn_ 1). 

336. Supposons qu ’il existe une O-perpendiculaire x; à l’espace L, = {x, € L 
f(Xo) = 0}. Ceci revient à affirmer que [|x,+x,ll = ||x,|| pour tous les x, € ZL,. Autre- 
ment dit la distance d(x;,, L,) est réalisée et vaut i]x.1l. Tout vecteur x € L, se représente 
par x = o(x1+x0), où «& € R\{0}, xo € Lo. 


On a 
AG left LC I/GDT 


[x | fa xi+xol Hall 


Donc la norme de f'est réalisée sur le vecteur x,. La réciproque s’établit de façon analogue. 
337. Utiliser le fait suivant : le sous-espace L, € L est complémentable si et seulement 
s’il est de la forme L, = P-L, où P est un projecteur continu. (Cf. exercices 354, 355). 
Explicitons ce projecteur dans les cas mentionnés dans l’exercice. 
ve que Z, est engendré par des vecteurs linéairement indépendants 
Ex» -..,en. Désignons par /1, ..., f, une collection de fonctionnelles linéaires de L” 


telles que /;(e;) = 0,;(*). Alors pour P on peut prendre l'opérateur x — » fix)e.. 


b) Supposons que Z, est défini par un système d’équations f(x) = "O.. ….» fn(X) = 0, 
où /; sont des fonctionnelles linéairement indépendantes de L’. Choisissons Css és 
tels que soit réalisée (*). Le projecteur P est alors défini par la formule P(x) = 


= x— > fes. 


C) Soient {e;} une famille de vecteurs unitaires dans /.(K), f, la famille duale de fonction- 
nelles linéaires pour laquelle est réalisée (*). Prolongeons /, en conservant la norme en une 
fonctionnelle F. sur L. Le projecteur cherché P est de la forme P(x) = {/.(x)} € Z(K). 


d) Soient e, une base standard dans /,(K), ê, une contre-image de e, dans L telle que 


Ilé,;11 < 2. Le projecteur cherché peut être défini par la formule : P(x) = x— > cé;, où 
{c,} € Z,(K) est l’image de x dans l’espace quotient L/L+. 1 
2f@) 


SC) 


338. La transformation linéaire y > y — x s’appelle réflexion dans l’hyper- 
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plan f = 0 parallèlement à un vecteur x qui n'est pas situé dans /. Vérifier que cette trans- 
formation est une isométrie de /,(n, R) pour p Z 2 siet seulement si x est un vecteur de 
base standard (au signe près) et f la fonctionnelle de base duale. Donc, les vecteurs +e, se 
transforment en eux-mêmes par toute isométrie de L, Gn, R) dans L, @, R). Or 
d'{+erx +e;) = 21/P. Donc l’isométrie cherchée n'existe que pour ps = P2. 

339. a) Vérifier que la formule citée dans l'exercice définit bien une norme et que 
cette dernière majore toute norme tensorielle croisée. 

b) Vérifier que la formule exhibée définit une norme et que cette dernière est majorée 
par toute norme tensorielle croisée uniforme. 

340. a) Il faut vérifier que dans le diagramme 


Li, @L 


dd | 
LiXLe 18 
LL. Ÿ 
L 


l'application B peut être définie de façon unique de telle sorte que ce diagramme soit com- 
mutatif. L'application B étant linéaire et L,@L, engendré par des éléments de la forme 
x@y = A{x, y) l’unicité est évidente. L'existence de B résulte de ce que la formule 
B(xD 7) = Ax, y) définit une application linéaire de L, 0 L, dans L envoyant L,oZ, dans 
0 (on se sert des notations du $ 1, chapitre III ; voir aussi l’exercice 61). Donc B engendre 
l'application cherchée B : L,@ Le —+ L. 

b) Dans les indications de l’exercice 339 a) vérifier que || B|| = 1. 

341. On remarquera que les transformations orthogonales ©, des espaces L,, i = 1, 2, 
envoient la matrice À dans la matrice Q,4Q, les valeurs propres des matrices 4”°4 et 44’ 
restant invariantes. Ceci montre qu’il suffit de résoudre cet exercice pour une matrice 
diagonale de la forme : a; = 1,0,, où À, = 0. Dans ce cas s; — }? pour i = min (m, n) 
et s; = 0 pour les autres si. Soient {e,} et {f;} des bases standard dans Z, et Z.. Il reste à 


min (i,n) min(m,n) 


vérifier que 5 > le, af) = > ?,. Que la norme soit majorée par le nombre 
Z 


1= 
indiqué est évident, car p(e,@/;) = 1. Pour la minoration, considérons la fonction- 
nelle F — > ej @f;", où x* désigne la fonctionnelle linéaire x*(y) = (x, y). Utiliser 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski pour vérifier que ||F|| = 1 (il suffit de vérifier que 


F(x@y) =<|Ixll-Iyli). On a F(S ,8/) = ÿ À, ce qui n'est autre que la 
5 E 


minoration cherchée. 

342. Utiliser la forine explicite de la norme sur Z.@L, (voir exercice 339). 

343. L'espace L @ L, s’identifie à l’espace des opérateurs de rang fini par les appli- 
cations 


x ®y —+ As,y € L(Li, Le) : A4,,(2) = (x, 2), XEL, yELz ZzEL:. 


Montrer que la norme sur L, @L, est confondue avec la norme ordinaire d’un opéra- 
teur (voir indication de l’exercice 342). 

344. Montrer que la norme sur /,(mn, R) est une cross-norme pour les normes sur 
Z,(n, R) et /,(n, R) et appliquer l’exercice 339a). Voir également l’indication des exercices 
339 et 340. 

345. Montrer que la norme sur /..(mn, R) est une cross-norme pour la norme sur 
ln, R) et /.(m, R) et appliquer l’exercice 339b). 


& 2. Opérateurs linéaires 


1. Espace des opérateurs linéaires. 

346. b) et c). 

347. Soit x = (xs, ..., x, ...) € BR) ; alors 4,x = x,es —+ 0. 

348. (y, B,x) + (XL LA où X — (xs Vo, “1e 8.9 Xn) et M — (S2T Vo .. Ya La s) (a LR). 
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349. A,B,— AB = A,B,-A,B+A,B-—AB = (4,-A)B+ A,(B, -— B). 
350. Utiliser le théorème de Banach-Steinhauss. 

351. Voir indication des exercices 349 et 350. 

352. L'ensemble de semi-normes 


PA) = || 4x],  AEEndZ, xeL 


définit une base pour la topologie forte sur End Z. 

11 suffit de vérifier que le produit est continu en (0, 0) où 0 est l'opérateur nul dans 
End Z. 

353. Voir exercices 347 et 348. 

354. Soit P un projecteur sur L, parallèlement à Z.. Alors 1 —P est un projecteur 
sur L, parallèlement à L.. Si P est continu, alors Z; et L, sont fermés, puisque L; = 
— ker (1—P), L, = ker P. Réciproquement si L, et Z, sont fermés, la continuité de P 
résulte du théorème de Banach de l'opérateur inverse. (Considérer l’application 
naturelle Q : L, —+ L/L, et mettre P sous la forme Q7!o7, où 7 est un projecteur de 
L sur ZL/L:). | 

355. L'égalité P* = P entraîne que L = L,+L, (somme algébrique directe), où 
L, = P-L, L, = (1—-P)L. Utiliser ensuite le résultat de l’exercice précédent. 

356. || AB] — e : HABxI = ns k HA HBx]] = 1141121. 

NA << | FA << 
357. Modifier la démonstration du théorème 4, chapitre HI. 
358. |! 4 || = S Sup la(x)|. 


359. Sip = q l'inégalité de Hôlder nous donne 
b 1/g b 
(i PAL dx) < CE [JP ax) 


Réponse : (b—a)l/2-ur, 

360. Si p = q, alors a(x) € L&(]0, 11) ; a(x) = 0 pour p = gq. 

361. a) Vérifier que || f(x +1) —/f(x) Il, — 0 pour f —+ 0 pour les fonctions continues 
à support compact. 

b) ITG)-T(6")|| = 2 pour r Z F7. 

362. Vérifier que A(t) = e‘A, est bien la solution (pour cela établir l'égalité (ef) — 
— Ce't), Utiliser ensuite le théorème d’unicité de la théorie des équations différentielles 
ordinaires. 

363. Si A(r) est différentiable, le résultat découle de l’exercice précédent. Déduisons 
la différentiabilité de A(r) à partir de sa continuité. On remarquera que A{0) = 1. 
Supposons que s est un nombre positif assez petit pour que ‘| A(t)—1|| < 1 pour 
lt <e, et une fonction lisse non négative concentrée sur F'intervalle [—e, €] 


1/» 


pour laquelle Jet) dt = 1. Alors l'opérateur ® — Lac s)g(s)ds est inversible, 
— € 

car l:1 -®!| < 1. Vérifier que la fonction opératorielle A(r) = [ A(s) o(t—5) ds est 

différentiable. ce 


364. A(s) : LCR) — LR), A(s) x(e) = x(t+s), x(r) € LR). 
365. Supposons que |[|x,!! — 0 et que || 4x, || + 0 ; il existe alors £ — 0 et une suite 
partielle {x, } tels que || 4x, || = es. La convergence || x, x, || 9 entraîne existence de 


a, > c tels que a, x, — 0. Alors de | Aa, x, |] — fl s’ensuite que fAx,x, } ne 


converge pas faiblement. 
366. Dans les espaces de Banach chaque ensemble faiblement borné est fortement 
borné ; dire qu’un opérateur est continu revient à dire qu’il est borné. 
1 


367. A': L [0,1] L,{0, 1], A‘7(x) = | KG, x) J(y) dy. 
Ft), 0<1=l, d 
FO), 1=1t=7. 


AJ. np | pye ni 


368. P'F(+) = 
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2. Ensembles compacts et opérateurs compacts. 
369. a) — b). Supposons que À est compact et soit { Yaÿa e z Une suite généralisée. 
Si {y.} ne possède pas de points d’accumulation pour tout x € À il existe un ensemble 


} est un 
z € À 


} on 
z€ À 
obtient une contradiction. 

b) — a). Supposons qu’un recouvrement ouvert U ne possède pas de sous-recouvre- 
ment fini et ordonnons par inclusion l’ensemble W des sous-familles finies de la famille 
U. Aboutir à une contradiction en considérant la suite généralisée {x}, où F = 


= {F, RUE ON Ne W et xr € UJ F:. 
i=1 


a)  c). Soient Fun système quelconque de sous-ensembles fermés de À et U — 

= {A-F; FE V}. Alors V centrée = U ne possède pas de sous-recouvrements finis et 
\N\ F#Ge U n'est pas un recouvrement de À. 

FCV k 

370. L’ensemble triadique de Cantor X est recouvert par 2* intervalles fermés de 

longueur 37” et ne peut être recouvert par un nombre inférieur d’intervalles de cette 

longueur. Donc pour € = 37 "/2N(e) = 2". Donc, N(e) = O(e%:*) et la dimension 

approchée est égale à log; 2 = 0,63. 

371. La condition que À est un sous-ensemble extrême de X s’exprime ainsi : si 
XEK,yEK,x Z yet(x+7)/2 € À, alors x € À et y € À. 

372. Soit P la famille de toutes les parties compactes extrêmes de À. Comme X € P, 
on a P Æ G. Ordonnons (partiellement) P par inclusion. De l’exercice 369 il résulte que 
tout sous-ensemble ordonné dans P est minoré (par l'intersection). D’après le lemme de 
Zorn P contient un plus petit élément. 

373. Supposons que À contienne au moins deux points et que / € L’ est une fonction- 
nelle linéaire séparant ces points. Soient c = max f(x) et B={xe€e A: f(x) = c}. 

ze K 
Montrer que B est un sous-ensemble extrême strictement contenu dans À. 

374. Résulte des exercices 372 et 373. 

375. Soient Æ l'enveloppe convexe des points extrêmes du compact K, H l’adhérence 
de H. Six, € K\H, il existe un hyperplan f(x) = c séparant x, et H : f(x) = c sur x, 
et /(x) = c sur A. En déduire que K contient un point extrême n’appartenant pas à 
H (cf. indication de l'exercice 373). 

376. Si 1 < p < alors la boule unité est un corps strictement convexe et toute 
sa frontière est composée de points extrêmes. Si p — 1 les points extrêmes sont +e,, 
où {e;} est une base standard dans /,(n, R). Si p = +, ies points extrêmes sont les vecteurs 


L12 


de la forme Ÿ £&e,, où ë, = +1. 


ouvert VV, > x et un «&, € J tel que y, € V, pour « — «,. La famille {r. 


recouvrement ouvert de $S. En extrayant un sous-recouvrement fini de 42 


j=t 
377. La boule unité de l’espace c, ne possède pas de points extrêmes. Dans l’espace 
2 la boule unité en possède deux : 


(kssssdbnson € Csbek sel seu: 


378. Appliquer le théorème de Krein-Milman (exercice 375). 

379. Soit M un ensemble précompact. Il possède alors un €e/3-réseau {/,}, 1 <i <= N. 
Le compact X peut être représenté par la réunion d’un nombre fini de parties de diamètre 
< €/3. Donc, pour tout i il existe une partition de T'en un nombre fini de parties sur les- 
quelles l’oscillation de jf: est = e/3. En faisant le produit de ces partitions on obtient une 
_partition de T'en {T;}, 1 = j = n, sur lesquelles l’oscillation de f; est < €/3 pour tous les 
1 et j. Si maintenant / est une fonction quelconque de M et jf; le point de e/3-réseau le 
plus proche de /, t et s des points quelconques de T;, alors d,{ f(r}, f(s)) = d;(f (0), f))+ 
+d\(fE, f(s))+ dCi), F(s)) = €/3+e/3+ e/3 — e. Ce qui prouve la condition 
nécessaire. 
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ñn 
Soit donné maintenant € = O et supposons qu’il existe une partition T = T; 


j= 
telle que w{T;) < e/4 pour tous les fE M. (Ici w,(T;) représente l’oscillation de la 
fonction f sur l’ensemble T;.) Choisissons dans chaque ensemble 7; un point #, et considé- 
rons l’application œ : M — X%,: fr (ft), ..., f(,)). L'ensemble X étant un compact, 


il en est de même de X? | la distance dans X” est définie par d(x, y) = max d,(x;, y:)). 
1<i<n 

Donc l’image de M est un ensemble précompact. Choisissons dans (M) un e/2-réseau 

(fi), ..., o(f,). Alors f,, ...,/f, est un e-réseau pour M. En effet, si f est une fonction 

quelconque de M et o( j,) le point de 1” e/2-réseau le plus proche de g(f), alors pour f ET, 

on aura 


dx(f@), O0) = diff E), FG))+ dif), f))+df(&), FO) < e/4+e/2+e/4 = €. 


380. Montrer que l’ensemble S ne peut admettre pour point extrême qu’une matrice 
A contenant 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. (Dans le cas contraire À con- 
tiendrait une sous-matrice À, d’ordre 2 dont trois éléments au moins seraient positifs. 
Considérer l’intersection de S avec l’ensemble des matrices qui ne diffèrent de À qu’à 
l'extérieur de 4,.) Les matrices À jouissant de cette propriété se déduisent l’une de l’autre 
par permutation des lignes et des colonnes, c’est-à-dire par des transformations isométri- 
ques de S. Donc, elles sont toutes extrêmes (dans le cas contraire il n’existerait pas de 
points extrêmes). 

381. Voir exercice 335 ou le théorème 11. 

382. Les opérateurs compacts forment un idéal dans End (Z). 

383. Si a, — 0, alors Ye — ON: YVn=—Nla,|=e. Considérer K — {tx3 € Z,(R) : 


X; 


| 1} (on peut admettre que a, Z O0 et Xy = KNL(e,, ..., ex). Choisir un 
i | - 
Ee-réseau x1, ..., X,, dans K et montrer que c’est un 2e-réseau pour X. L'opérateur À 
est compact si et seulement si K l’est. | 

384. L'opérateur Af — xf est inversible sur le sous-espace de dimension infinie 


pe {re CI, 11, 7, = 0. 
(0, 1/2] 
385. Supposons que À’ est un opérateur compact. Alors 4” est aussi compact. 


Donc, l’ensemble 4’’S”’, où S’’ est la boule unité fermée de l’espace L\, est précompact. 
L'espace L, peut être isométriquement plongé dans L;'. En identifiant L, à son image 
dans L;’ par ce plongement, on obtient AS € 4°S”, et par suite l’ensemble AS est pré- 
compact pour la topologie forte de L;’, donc, pour la topologie forte de Z.. 

386. Appliquer le théorème de Weierstrass à la fonction X{x, y). 

387. Si {y} et {y} sont des systèmes orthonormés complets dans Z.(X, u) et 
L,(Y, »), alors {fiy;} l’est aussi dans L(XX Y, u X»). 

388. L'opérateur 7 commute avec les opérateurs de dilatation 4,/f(x) = f(ax). 
Ceci nous suggère le changement de variables + = In x. Posons g(r) — f(e*)e'/?. Alors 
SE) = g{nr)xt71/» et la correspondance f + g est une isométrie de Z,(J0, [) dans 
L,(R). L'image de l’opérateur T dans Z,(R) est 


=T 


Tor) = | g(o)e * do, 


est le conjugué de p. Pour calculer la norme de T' utiliser les propriétés des 


& P 
où g — 
q p=i 
opérateurs de convolution (cf. chapitre IV) et ramener T au produit par une fonction. 
0 


"= 


Une voie plus directe consiste à redéfinir T' sous la forme T — Î el1T, do, où 


T,q(r) = y(o +7) et à utiliser le fait que [|I7,|| = 1. Réponse : ||T || = g. Pour démontrer 
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que T n'est pas compact considérer une famille de fonctions ®, = n!"#_»,A1 est 
vérifier que y, — 0 dans L,(R), mais que IT TP, | L,(R) NE tend pas vers 0. 


389. L réflexif boule unité S’ faiblement compacte. 

390. Utiliser le théorème d’Ascoli-Arzela. 

391. Non, si © 0 ; Oui, si co = 0. (Par exemple un projecteur de dimension finie.) 

3. Théorie des opérateurs de Fredholm. 

392. Il existe un c — Otel que Ya, Æ 0, |a,l = c. Appliquer le théorème de Banach 
de l opérateur inverse. 

393. im 7° = Z,(R), donc coker T* = 0 ; ker T* est engendré par les & premiers vec- 
teurs de base. 

394. a) Il est évident que la suite est semi-exacte en Z, et L:. 

b) Montrons qu'elle est semi-exacte en L,. Soit x un sommet quelconque de P 
et supposons que e, est égal à 1 sur x et à 0 sur les autres sommets. Alors de, est égale 
à 1 sur les arêtes partant de x, à — 1 sur les arêtes entrant en x et à 0 sur les autres. Con- 
sidérons une face quelconque À contenant x ; alors x appartient simultanément aux 
arêtes Z”, et l’, de À. Si I”, et l’, sont toutes deux des arêtes partantes de x ou entrantes 
en x alors e(l', 4) = —-e(l", À). Si une arête sort de x et l’autre y entre, alors 
e(l",, 4) = e(l", À). D'où «x, = 0. 

b) Montrons maintenant que la suite est semi-exacte en L.. Considérons une arête 
quelconque J'et une fonction fr égale à 1 sur l’et à 0 sur les autres arêtes. Soit 4,, 4: 
un couple quelconque de faces contenant 7”. Si e(1”, À,) = e(l”, 42), alors e(4,, P) = 
= — &(4,, P). Si e(T, À,) = — Ee(l, A3), alors e(4,, P) = e(4,, P). D'où d,d, = 0. Pour 
le cube et le simplexe 4, = R ; H, = H, = H; = 0. Pour le cube troué H, = H, =R, 
H;, = H;, = 0. Pour le cube avec une nappe intérieure H, = H:°=R, H, = H3 = 0. 


27 


395. im C*(T) est le sous-espace des fonctions f de C*-1(T) telles que [ f(r) dt = 


Ces deux espaces de cohomologies sont de dimension un. 
396. En admettant que 7, = T,,, = 0 on obtient 


H, = kerT;.1/IMmT, ; L;/ker Tiss = Im T4 ; = 0,...,n; 
d’où 
dim #,+ dim im 7, = dim ker T;.;,; 
dim im T;,., +dim ker Tir — dim L;: 


397. L'opérateur T,., 07,4 est nul, puisque l’opérateur adjoint 7/0 7%. l’est. Donc, 
la suite donnée est semi-exacte : im 7, € ker 7;,.. Si une fonctionnelle fE L;,. s’annule 
sur im 7,, alors 7; f = 0. Donc, f € ker 7; = im 7%... Et par suite f s’annule sur ker Tr ,: 


et ker T,,.—=im 7,. Reste à vérifier que l’image de T, est fermée. Deux normes sont définies 
sur l’espace im 7, : la norme de l’espace Z, et la norme de l’espace quotient Z,_,/ker T.. 
L'espace des fonctionnelles continues pour la première norme est constitué des fonction- 
nelles de L; bornées sur im 7, (théorème de Hahn-Banach). Cet espace s’identifie à 
im 7}. Les fonctionnelles continues pour la deuxième norme forment un sous-espace 


dans L;_, confondu avec ker T;_, (puisque ker T, = im 7, _ im 7, _). Par hypothèse, im 7% = 
— ker 7;_.,. Donc, les collections d’ensembles faiblement bornés pour les deux normes 
sont confondues. Or, dans les espaces normés, un ensemble faiblement borné l’est forte- 
ment. Donc, les collections d’ensembles fortement bornés coïncident également. Les 
exercices 328 et 31 nous disent que im T,; est fermé. 

Remarque. L'exemple de l’exercice 293 montre qu’il existe des suites exactes 0 — 
<— L; <— L; <— 0 qui ne sont duales d’aucune suite exacte de la forme 0 + L, + L, —+ 0. 

398. La semi-exactitude de la suite duale résulte de l'égalité T} 0 Tr, 1 = (T,:10T%) = 
= (0. Soit / une fonctionnelle linéaire sur l’espace H, = ker 7,.,,/im T,. On traitera f 
comme une fonctionnelle sur ker 7,.,., égale à O sur im 7,. Soit F le prolongement de 
f à L.. Il est évident que FE ker 7x. De plus si F, et F, sont deux prolongements diffé- 
rents, alors F, —F, s’annule sur ker T,., et par suite appartient à im T5... (Cette affirma- 
tion utilise le fait que im 74. est fermé.) Donc tous les prolongements forment un élément 
de l’espace quotient ker 7ÿ/im T7 , 1. 
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399. S': {x,} —+ {x,_,} (on admet que x, = O). 
d —. 
400. Mettre T sous la forme T — )" (1+X) où XÆ est un opérateur intégral, 
donc compact. Réponse : ind T = n. Une autre méthode consiste à expliciter le noyau 


et le conoyau de T. 
401. Si a(x) est différente de O0 partout, alors l’opérateur est inversible et par suite de 
Fredholm. Dans le cas contraire, le convoyau de l’opérateur est de dimension infinie 


(cf. exercice 2). 

402. ker P = 0, imP = C(l”), puisque toute fonction u continue sur J” peut être 
prolongée de façon unique en une fonction harmonique dans 

403. En vertu du théorème d’unicité pour les fonctions holomorphes, le noyau de 


l'opérateur À de multiplication par a(z) est nul. 
Soient z,, ..., z, les zéros de a(z) sur ©, k,, ..., k,, leurs multiplicités respectives. 
e n 


Alors im À = {fE H(Q), f(z) = 0, j=1,...,k; i=1,...,n} nmdA4=-ŸKk, 


=] 
404. De la forme éxplicite du noyau, il résulte que la solution doit être de la forme 
f (x) = acosx+bsinx. En portant cette expression sn lÉAReeor, on obtient un 


système d’équations linéaires en a et b; a — ee a+ — 76) b — 15 a a+ b). Ce 


système admet une solution non triviale pour À = ES Les fonctions propres sont 


proportionnelles à cos x +sin x. 
405. Cette équation admet une solution unique pour tous les g(x). 


406. Pour À = I ’ 
b—a 


407. Posons o,(x) = He“? où 1, sont des polynômes de l’Hermite (voir 
exercice 532). Vérifier que {y.} est une base orthogonale dans H, et que 4.9 = 
= —2kpr_1 ÀA_Qr = Pr 

408. Utiliser le théorcine de Fubini pour prouver que la fonction y(s) = (A4) (s) est 
définie presque partout. Se servir de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski pour montrer 


que 


bd 
Ip) P < llpll,- ÎIKG, DPF dr. 


Intégrer cette dernière inégalité par rapport à s pour obtenir la majoration voulue. 
409. Vérification immédiate. 
410. Appliquer le théorème de Fubini. 


411. Poser a;, — fa0 P{(0) dt, b,= 20 f@) dt. 


412. Montrer qu'une puissance de l’opérateur du second membre de l’équation est 
un opérateur contractant, donc que l’équation homogène admet une solution unique 
(triviale). Utiliser ensuite l’alternative de Fredhoïlm. 

413. Appliquer le théorème de Fubini et l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 

414. Se servir du résultat de l’exercice 413 et raisonner par récurrence. 


$ 3. Espaces fonctionnels et distributions. 


1. Espaces des fonctions intégrables. 
415. Considérer d’abord le cas des fonctions simples. 
416. L’inégalité de Hôlder entraîne 


| du < (f | fa du) <= (! srdu)” (f ere)" L (uea)" 
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1/p 
Donc sup | J fg du | = (f | f |? du) . Trouver une fonction g(x) réalisant l'égalité. 
| X x 


417. Supposons qu'entre g et p = 1 on ait la relation + =]. En appliquant 


J’inégalité de Hôlder on obtient 


[irrerdu< [if f+sP-du+ fig f+glr-1 du < 


X 
1/P 1/g 1/» 1/p 
= (firrau) (Lif+er du) +(Tierdu) {4er du) ; 
pd À ZX X 


d'où l’on déduit immédiatement l’inégalité voulue. 
418. Si {4,} est une base, alors les combinaisons des 7 4, avec les coefficients 


rationels forment un ensemble partout dense dans L.(X, u). Si g,(x) est dense dans 


L (Xp), alors Bryn = {x € X | £ < g,(x) = a est une base. 


419. Même solution que 418. 
420. Montrer que sur L{(X, u) la distance de deux fonctions caractéristiques est 


égale à 0 ou à 1 selon que les espaces dont on mesure la distance sont équivalents ou non. 
421. Utiliser le fait que la fonction | / |f appartient à l’espace Z,,,(X, u) et la fonction 
identiquement égale à 1, à l’espace dual L , (X, u). On obtient incidemment que l’immer- 


Dp— 
sion de Z,(X, 4) dans Z,(X, x) est continue et de norme = u(X}H3- Ur, 
422. Soient g = p, 1/p = k = 1/q. Considérer les fonctions 


SX) = x7 0x — 1), 
0) = x yo, (x). 
423. 1/B = p = 1/c. 
424. Soit Les = LS , alors rs — 1. En appliquant deux fois l’inégalité de 
r s g{s rjs 


Hôlder on obtient 
ghllh = SI Nghlie < US Hg Hill 


425. Il est immédiat de vérifier que 1/r = «/p+B/q, «+B = 1. Se limiter au cas 


<, f(x) = 0. Alors 1 = ——+—— ; appliquer l’inégalité de Hôlder au produit 
L . 7 Pire) * afp) * “PP < : 
Fe) . 


426. Utiliser l’inégalité évidente 
(Île — 8) (UX Ir = III, = (u(X))P 1 Ile, 


où l’ensemble X’ & X est choisi en fonction de & = 0 de telle sorte que !f| = [|f Ile — € 
pour x € X”, u(X”) # 0. 

427. a) Utiliser le résultat des exercices 315, 253 et le théorème 23. 

b), c), d) : voir indications de l’exercice 249. 

428. |1x*||, = (px+1)-%? pour « # 0, —1/p <«&; ||x°|], = 1 pour 1 <= p <  ; 
xtllé = 1 pour &« = 0. 

429. a) Le sous-espace des lignes polygonales de sommets en 0, +1, +2 ;...; 

b) Le sous-espace des fonctions de Z, telles que f(x) = /({x]). 

430. Soit VE L,(X,u). L'application identique de L(X,u) dans L,(X, u) est 
continue. Le théorème de Banach nous dit que l’application réciproque est continue sur F. 
Donc ||fIle = M, || Il, pour une constante M,,/ € V. De là et de l’inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski il vient [If < M211/ 11 Choisissons dans V un système y, ...,q, 
orthonormal par rapport au produit scalaire dans L,(X, u). Si (C1, ..., c,) est un vecteur 
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ñr 


> CrPx 


de Z(1,R) de norme 1, alors | > CrDy | < M: = M. I s'ensuit que 
k=1 loc 2 


pour presque tous les x € X, le vecteur (q1(x), ..., PA(x)) admet dans /,(7, R) une norme 


< M,. Donc nr = (l ÿ [pa(x) * du = Mau(X). Par suite dim V = 0. 
X K=l 


431, Pour tout € — 0 et tout j € L,(R, dx) il existe un intervalle [a, b] tel que 


Î (17 (x) 1? dx)? < e. Appliquer le résultat de l'exercice 427. 
R\(0, 5] 

432. Vérifier la continuité en moyenne sur l’espace C,(R) de l'exercice 431. 

433. Vérifier la continuité en moyenne sur l’espace C,(R"). 

434. Supposons d’abord que M est composé d’une seule fonction /. Alors la condi- 
tion a) est automatiquement réalisée, la condition b) découle de la définition d’une fonction 
sommable et la condition c), de l’exercice 432. Si maintenant M est composé d’un nombre 
fini de fonctions /,, ...,/,, alors pour toute fonction j, les conditions a), b) et c) sont 
réalisées avec des constantes c;, R;(e) et Ô,(e) respectivement. Posons c — 1047 Cs, R(E) = 


= max R;(E), Ô(e) — min 0,(e). Alors les conditions a), b) et c) sont ÉBfess pour M. 


Si enfin M est un ensemble précompact pour lequel {f,, ...,/,} est un e/3-réseau alors les 
conditions a), b) et c) sont remplies pour M avec les constantes c+e/3, R(2e/3) et Ô(e/3). 
Ceci prouve la nécessité des conditions a), b) et c). 
Supposons maintenant que les conditions a), b) et c) sont réunies. Considérons l’ap- 
plication y. de M sur le sous-espace CT — R(e), R(E)] € L,{R, dx) définie par o.(f) (x) = 
z+ôÔ(E) 


_ 7e Î f(®) dt. La condition a) entraîne que (M) est bornée dans C[ — R(E), R(e)], 
les conditions b) et c), que la distance dans L,(R, dx) entre f'et o.(f) est = 2e, la condition 
b) enfin, que les fonctions q(f), f € M, sont équicontinues. Donc g(M) est un précompact 
dans CT — R(e), R(e)] et à fortiori dans L,{(R, dx). 

Si {o( fi), ..., p(J,)} est un e-réseau dans p(M), alors f, ...,/f, est un 3e-réseau dans 
M. Comme € est arbitraire, M est un précompact. 

435. L'application / (x) @g(x) + f(x) -g(>) se prolonge en continuité en une appli- 
cation de L.(X, u)@L.{Y, v) dans L(XX Ÿ, u Xv) n’accroissant pas la norme. Vérifions 


que cette application est bien une isométrie. Soit pE LI(XXY, uXv). Alors g est 
n 


approchée en norme par des fonctions de la forme Œ{x, y) = » Cr x) 4 r 0), où E, 
(resp. F;) sont des sous-ensembles mesurables deux à deux disjoints dans X (resp. Y). 
Sans nuire à la généralité on peut admettre que u(E;) et v(F;) sont des nombres rationnels. 
On peut d’autre part admettre qu’ils sont entiers en multipliant $ par un entier convenable. 
Donc, notre proposition se ramène au cas particulier où X et Ÿ sont constitués d’un 
nombre fini de points de mesure 1. Cela veut dire que nous devons établir que les espaces 


Zn, R)@ (mn, R) et (mn, R) sont isomorphes. Soient e,, ...,e, une base dans le premier 
espace, f1, ..., /ns Une base dans le second ; pour base dans le produit tensoriel on peut 
prendre e,@/,. Soit g;, la base correspondante dans le troisième espace. Il faut prouver que 


» Cu DJ; L, ie. inf D » [af | > Ho = Ÿ lc; 
tj œ j A) 


ÿSij 


où l’infimum est pris sur toutes les représentations du vecteur » Cye; @f; sous forme de la 
ÿ 
somme 
Y Pa X Ya OÙ Poe — y aoe;, Va — >» bof. 
j 


& î 


Les estimations correspondantes résultent de légalité e;; — D ab et de l'étude de 
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ja représentation du vecteur ÿ C;@/; dans laquelle « parcourt tous les couples 5, j, 
2J 
Pi — Ei Cije Pie = f;. 

436. a) On dira qu’un sous-ensemble Æ d’un espace X de mesure u est un atome si 
u(E) = 0 et si tout sous-ensemble mesurable F © E est tel que ou bien u(F) — 0 ou bien 
u(F) = y{E). (l est immédiat de vérifier que pour les mesures boréliennes y les atomes 
sont les points de mesure positive). Montrer que les fonctions caractéristiques des atomes 
et elles seules sont des points extrêmes dans Z.(Y, 4). (En particulier, l’espace /, possède 
des points extrêmes, l’espace ZL;[0, 1], non.) 

b) Tous les points frontières de la boule (pour le prouver voir quand l’inégalité de 
Minkowski se transforme en égalité). 

c) L'ensemble des j telles que ! /(x)| = 1 pour presque tous les x. 

437. 1, est un espace dual de l’espace des suites convergeant vers 0, L,[0, 1] n’est dual 
d’aucun espace de Banach, puisque le cas échéant la boule unité aurait des point extrêmes 
contrairement à l’exercice 436a) (appliquer le théorème de Krein-Milman). 

2. Espaces des fonctions continues. 

438. Pour prouver la complétude considérer la limite ponctuelle d’une suite de Cauchy 
dans C(X). 


439. Les polynômes de # variables à coefficients rationnels forment un ensemble 
partout dense dans C(X). 
440. Si une fonction g appartient à la boule unité dans C(X) alors 


F@i=|F(E2)-F(l82e }| = Fa. 


441. Si f(x) = 0, on posera G, = {g: 0 = g(x) = f(x)}. Soit F(f) = . F(e). 
9€ G 

Les inégalités F{(f) = F(f) et F.(/) = 0, f = 0, sont évidentes. L'additivité de F; 

résulte de l'égalité G, LR G,+G, (r inclusion G,+G, (æ Gr, est évidente ; 


eh. Dis 2 
fitfe ft 2) 

442. On désignera par E, un e-voisinage de E et par E l’adhérence de E. Montrons que 
u(K:) —+ u(K) pour € —+ 0 pour tout compact X € X. Fixons à cet effet ô — 0 et considé- 
rons une fonction y € C(X) telle que 7Zz(x) = o(x) = 1, F(@) = W(K)— 

Soit L l’ensemble des points x € X pour lesquels g(x) = 1 — à. Il est évident que L est 
un compact ne rencontrant pas X. Désignons par J la distance de K à L. Si € = d, la fonc- 
pe ) ® u(K) — Ô 
1=0 10 


‘inclusion inverse résulte de l'égalité g — 


tion y(x) = 5 SSt telle que >= <= <= y(x) = 1. Donc u(K.) = F(y) = 


Cette ni A Vers { & pour Ô — 0. 
D'où l'égalité &(K)+u(X\K) = 1, la finie additivité ainsi que la régularité de la 
fonction 
(4) = sup u(K) = inf u(G), 
KÆC 4 G D À 


où K est un compact, G un ouvert. (Comparer avec l'exercice 94). 


L’inégalité “(ll E,) = > (E,) résulte immédiatement de la définition de u(E,) 
=l 2 = 


et de l’inégalité Lx = à L(K.) qui découle de la définition de u(K). 
Pour établir l'inégalité i He se on se sert de la régularité de , on introduit un compact 


KCcE- [| E, et des ouverts G; = E, tels que 


n=1 


u(E\K) <— 5 , _HK(G,\E,) = A ; 
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oo N 
L’inclusion À € |J G, entraîne À € |] G, pour un certain N. La finie additivité 


n=1 n=i 


N 
de u entraîne maintenant la majoration u(K) = y u(G,) et partant l’inégalité u(E) = 
n=1l 


< À aG,)+e. 
4432)1; b2; 03; dédié 9 D +=; 2 
n=1 


1 

444. F(f) = | G(x) df(x) ; G(x) et jiFI| sont respectivement égales. a) 6(x), i ; 
“1 
b) x —20(x), 4 ; 


C) à xx) 1/2 ; 


d) x —3x0(x), 3. 


445, Pour prouver la condition suffisante, il faut montrer que pour toute fonction en 
escalier S(x) on a 


lim | SG) 48,0) = | SG) der). 
0 


TD + O0 0 


Approcher une fonction quelconque f(x) € C[0, 1] par des fonctions en escalier. 

446. Ramener l’exercice au cas où M est composé de fonctions monotones non dé- 
croissantes. Prendre une suite de M convergeant vers un point, en extraire une suite partielle 
convergeant vers un autre point et ainsi de suite ; à l’aide du procédé diagonal (c’est-à-dire 
en prenant le n-ième terme de la n-ième suite partielle) former une suite partielle {o,} 
convergeant en tous les points rationnels de l'intervalle [0, 1]. Montrer que {p,} converge 
vers une fonction (x) non décroissante partout sauf en un ensemble au plus dénombrable 
de points de discontinuité de œ(x), ce qui permet par le procédé diagonal d’extraire une 
suite partielle de {y,} convergeant en ces points. Deuxième méthode : utiliser la précom- 
pacité de M pour la topologie faible et le résultat de l’exercice 445. 

447. a), b) : les prolongements sont respectivement / (0) et / (1) ; c), d) pas de prolonge- 
ment, puisque toute fonction f € C{0, 1] peut être approchée par des polynômes de la 
forme (x+ 1) p.(x) tels que F, = 0 et par des polynômes de la forme p.(x"+*1) tels que 
FX f) = cof (0). Vérifier que ces prolongements ne conviennent pas. 

448. f(x) = 1, f(x) = — 1 (voir exercice 299). 

449. Soit u, = Tu,+(1—Tt})u, où + € ]0, 1[ et supposons que u, et 4, appartiennent 
à la boule unité de C”’(X). Désignons par j. une fonction quelconque de C(X) égale à 1 en x 
et prenant en les autres points des valeurs de [0, 1[ (par exemple, (>) = max {1 —d{x, y), 0}). 
Alors 4{f,) = li £l = 1, Iu(D)l & 1, lu] < 1. Donc, u.,(7) = u(7,) = 1. Ceci 
n’est possible que dans le cas où u,({x}) = uA({x}) = 1, c’est-à-dire y, = u2 = y. Donc 
u, est un point extrême. 

Soient maintenant & un point extrême quelconque de la boule unité de C’(X), f(x) 
une fonction continue sur X prenant ses valeurs dans ]0, 1f[. On s’assure immédiatement 
que soit u soit (—«) est une charge positive. Supposons pour fixer les idées que u = 0. 

Ju __(-fu 
nn 1e 
CF) 1—u(f) 


u = H(f)-Hi+{1— Cf). 


Comme y est un point extrême, #, et u, sont confondues avec u. D'où l’on déduit sans 
peine que u(/fg) = u f) u(g) quelles que soient /, g € C(X) à valeurs dans ]0, 1f. Cette 
relation est valable pour tous les f, g € C(X), puisqu’elle est bilinéaire. Désignons par L 
le noyau de la fonctionnelle u. C’est un idéal fermé de codimension 1 dans C(X). On montre 
sans peine qu’il existe un point x € À en lequel s'annulent toutes les fonctions de L. 


Posons u1, — 
C'(X) et 


Alors «, et u, sont situés sur la boule unité de 
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Dans le cas contraire X serait recouvert par un nombre fini de voisinages UV, pour les- 


quels il existerait des j; € L tels que f(x) # 0 sur U,. Alors f = ÿ If; 7EL et f #0 


sur X, d'où L = C(X . La condition codim ZL = 1 entraîne l’unicité de ce point. Mainte- 


nant il est clair que 4 = u.. 

450. Première méthode. L’algèbre À contient avec toute fonction y la fonction P(p), 
où P est un polynôme. Du théorème de Weierstrass et du fait que À est fermé, il résulte 
que À contient fow, où f est une fonction continue sur la droite. Se servir de ceci pour 
prouver successivement que À contient les fonctions suivantes : 1) une fonction y telle 
que os 0, p(>) = 1, 0 = g(z) = 1 pour tous les autres z € X,, quels que soient x et y 
(x = y) de X'; 

2) une fonction æ telle que (x) = 0, g(z) = 1 pour tous les zE X\U quels que 
soient x € À et son voisinage U. 

3) une fonction y égale à 0 sur un compact K, et à 1 sur un compact K, disjoint de K;, 
et dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1 en les autres points de X. 

Montrer que toute fonction fE C(X) de norme 1 s’approxime à 2/3 près par une 
fonction g € À de norme 1/3. 

Deuxième méthode. Supposons que L est l’annulateur de À dans C{X)’, et que Fest 
un point extrême de la sphère unité de L. Montrer que pour toute fonction a € À la fonc- 
tionnelle F(f) = F(af) est proportionnelle à F (voir indication de l’exercice 449). En 
déduire que Fest proportionnel à w, et par suite est nul. 

451. Non ; considérer 


À, 4/9) 1/9) EC), (Xo) = 0. 


452. Supposons que le diamètre de l’ensemble X est égal à 1 (ce qui visiblement ne 
nuit pas à la généralité). X étant un compact, on peut le représenter sous forme d’une 
réunion d’un nombre fini de compacts 4, .. À, de diamètre 1/2. Chaque compact 


X,i= 1,...,n, peut être représenté à son LOUE par la réunion d’un nombre fini de 
compacts x. ns À, de diamètre 1/4, et ainsi de suite. Nous allons construire l’appli- 


UE) 

cation w de proche en proche. Tout d’abord nous allons partager l’intervalle [0, 1] en 
2n,— 1 intervalles égaux 4,,..., 4,, _, et nous admettrons que p(4.,_,) € X, et que 
(da) est le chemin qui relie un point x, € X, à un point x,.1 € Xx41. (Ce chemin existe 
puisque X est linéairement connexe.) Partageons maintenant l’intervalle 4,,_, en 2n; —-1 
intervalles égaux 4:31, 1 <i<2n,—1 et admettons que (A1 1 € Âu et que 
E(dor _ 1, ar) est le chemin qui relie xy € Xu à Xa,141€ Ar,y+1 En poursuivant cette procé- 
dure on définit une application sur un sous-ensemble dense de [0, 1], application qui 
est uniformément continue aux points où elle est définie. On peut donc la prolonger en 
continuité en une application continue sur l’intervalle {0, 1] tout entier. 

453. La proposition de cet exercice est un cas particulier de l’exercice 452. On peut 
illustrer la construction de l'application sur le schéma suivant (Gg. 4). Les nombres 
His los... SONt pris ici égaux à 4, pour représentant x, , du carré À, ;, ON prend 


st} 9 
son centre ; les quatre carrés d’ordre k contenus dans “le carré d’ordre (= 1) sont par- 
courus dans le sens des aiguilles d’une montre en commençant par le coin inférieur gauche. 
454. L'application fr (|cos 2xt!?/2sgn cos 2z7t, |sin 27t|*/2 sgn sin 27t) envoie 
[0, 1j dans le cercle unité de /,(2, R). L’immersion correspondante de /,(2, R) dans C0, 1] 
est de la forme 


(a, B) > pa, g@) = à |cos 274[*1 sgn cos 271+$ |sin 271 |*? sgn sin 2x. 
Vérifier à l’aide de l'inégalité de Hôlder que 


D, 
max [qu p(t)l = Viai+1Bl?. 
€ (0,1) 
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Fig. 4 


455. Considérons l’application linéaire naturelle de 
CT0, 1]@CT0, 1] — CIO], 

par définition de la norme dans un produit tensoriel, on a 
p(F@g) (x, y) = f(x) 20). 


Il est clair que cette application est injective et du théorème de Weierstrass il résulte que 
l’image de y est dense dans C(D). Reste à vérifier que est une isométrie. Par définition, 
les normes sur le produit tensoriel sont égales à 


> fs: n DOLO 
i= all= 


(»|l=1 


H suffit de prendre le supremum uniquement sur les points extrêmes de la boule unité de 
€[0, 1]. Donc, (voir exercice 449) 


E A0) = sup | FX ree) en | = (isa) | 


456. Utiliser le théorème de Stone-Weierstrass pour prouver que C(X)@C(Y) est 
dense dans C(XXY). La démonstration s’achève par une vérification triviale du fait que 
Ja norme p x @Pr; où p; et pr sont des normes dans C(X) et C(Y), est confondue avec la 
norme de C(XX Y). 

457. Utilisons le fait que l’opérateur adjoint 4’ définit une isométrie de la boule 
unité de C(Y})' sur la boule unité de C(X)’. Donc, pour tout point y € Yil existe un point 
x = (y) et un nombre a(y) = +1 tels que 4’u, = a(y},. D'où (4/) ©) = a) f(pO)). 
En posant jf = const, on voit que a€ C(Y). Donc, fomeC(Y}) pour toute fonction 
FE C(X). Il s'ensuit que y est une application continue. En appliquant ce qui vient d’être 
dit à l’opérateur 47! on s'assure que la fonction inverse est également continue. 

458. Soit F,(x, 7) = f(x) +g,(y) une suite de Cauchy dans C(D). Alors F,(0, y) = 
= f,(0) + £,(») est de Cauchy dans C[0, 1] et par suite f(x) —/,(0) est de Cauchy et 


im Fix,» = lim (AG)-/0))+ lim (#(»)+/(0)). 
459. Soit {r,} une suite partout dense dans [0, 1] et de plus r, = 0, 7, = 1. Considérer 
un système {/,}, où f(x) = 1, /(x) = x et où j,(x) pour 7 = 1 se définit comme suit : 


| 2488 |= su 


t 
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supposons que 7, appartient à (sr) l’un des (7—1) intervalles en lesquels les points 
Fos... ln 1 partagent {0, 1] ; alors 
LO=0, f()=0 f()=1 f(r)=0 ZA) = 0, 
et le graphe de f,(x) est une ligne polygonale de quatre segments. 
Remarque. Il existe aussi des bases topologiques dans les espaces L, (10, 1[) et Z, pour 


1 = p <<, dans un espace hilbertien séparable (manifestement), mais pas dans tout espace 


de Banach séparable. 
460. Supposons que toute fonction jf € CP[O, 1] est la limite uniforme d’une série 


trigonométrique D cf, Alors cette série converge au sens de la métrique de 
KE Z 
L:(10, 1D). Donc les nombres c;(/f) sont les coefficients de Fourier de la fonction f. Soit 


Sf)= ÿ, cAf}e7#%, Par hypothèse, S, —+ 1. Mais ceci contredit le fait que IIS, || cs. 


A=-n 


/ 1 
Vs que IIS, || = | SR CEDEX 


0 


dx et que cette intégrale admet une minoration 


de l’ordre de C'In | 


3. Espaces des fonctions lisses. 

461. a) La non-métrisabilité résulte du fait que la suite {,e,}, où {1,} est une suite de: 
nombres qui n’est pas à support borné, ne converge pas vers 0 dans D 

b) La suite {xf”} converge vers fx) pour n — si et seulement si : 1) il existe un N 
tel que x$° = 0 pour 4 = Net pour tous les #1 ; 2) x£° — x, pour k = 1,2, ...,N. 

c) Soient x, une suite de points de ® ne possédant pas de limite à l'intérieur de © ; 
{U,} une collection de voisinages deux à deux disjoints de points x, ; g, une fonction non 
nulle à support dans U.. L'application cherchée de D(N) dans 2(Q) peut être définie 
par la formule 


{ci} — D CrPx 


462. L’implication a) = b) est évidente ; b) = c), puisque toute suite o, — 0 converge 
vers 0 pour toutes les semi-normes ; c) = d), puisque D ,({) est métrisable ; d) = a) par 
définition de la topologie dans D(Q). 

463. D 4(9) est l'intersection d’une famille d’ensembles fermés Z, = {p € D(Q) : 
g(x) = 0}, où x parcourt Q\K. 

464. Construire tout d’abord une famille finie de fonctions {y.}, 1 = i = N pour 

N 


laquelle supp y, € U, et y = D y, = Ô = 0 sur X. Supposons maintenant que f € É(R) 


i=1 
est telle que f(x) = 0 pour x = 5/2 et f(x) = 1/x pour x = Ô. Alors y, = y,-f(y(x)) est 
Ja famille cherchée. 
465. Se servir du résultat de l’exercice 464. 
466. Représenter 4 = R’\K% par une réunion d’un nombre dénombrable de boules. 
1 


Utiliser le fait que toute fonction de 2(Q) tell que Ig(x)| < e“*”# se prolonge (par des 
valeurs nulles sur X) en une fonction de Z(R”). 
467. Oui. 
468. Se servir de la méthode de démonstration du théorème 30 chap. III. 
469. Toutes sauf c). 
470. c) et d). 
Fr 


471. Dans le cas de D(R?) vérifier que y, — 0 implique que x,-9, — 0 et RH ; 


dans le cas de S(R”) et de Z(R*) majorer les semi-normes correspondantes. 
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472. a) Oui, b) non, c) oui. 
473. Utiliser l'identité 


FO = + A(E). 


474. a) oui, b) non, c) oui, d) oui, e) oui, f) oui. 
475. a) Utiliser le fait que la série à kmf@(>x +k) converge absolument et unifor- 
Z 


mément sur l'intervalle [0, 1] si f'€ SR). L'opérateur A7 test défini explicitement par la 
formule (4719) (x) = j £g(x, }) dy. 
b) Les opérateurs A : SR’) — GR?) et ATI(G(R?")) — S(R’) sont de la forme 
Af (x, y) = : », fO+he 2%, AG = | etx, ») dy. 


TA 
476. Soient p,, q,. et r, des normes respectivement sur les espaces C(T”), C'(T?) et 


CT"*?), Vérifier que la norme p,@ 4, est équivalente à 7; (utiliser le fait que toute 


fonctionnelle linéaire continue sur C(T") est de la forme {f,g)= Ÿ f Oig(t) dv;(#), 
| À T”! 


<Æ À 


où 7, sont des charges boréliennes à variation finie sur T”}. Se servir ensuite de l’inégalité 


de Cauchy-Bouniakovski pour Z(T"*") pour montrer que la norme Pr QG est majorée 
par la norme r, pour s = (m+n)/2+2k. (De façon plus précise, la série de Fourier 
converge pour la norme ,, &g, vers une fonction f € C#(T”+r).) 


Donc les systèmes de normes { Pr @ An}, {r,} et {m0} sont équivalents, d’où la 
proposition voulue si l’on se sert du théorème de Weierstrass qui affirme que les 
polynômes trigonométriques sont denses dans D(T”). 

477. à) Il faut vérifier que pour f E [—1, 1] toutes les fonctions s’annulent en dehors 
d’un compact K ne dépendant pas de r et que /” tend uniformément sur K vers (0,/)°, où 
Zest un multi-indice quelconque et 0, désigne la dérivation partielle suivant la direction y. 
Utiliser le théorème d’accroissement fini. 

b) Il faut vérifier que /® tend uniformément vers (0,/)° sur tout compact KX € R’. 

478. La propriété a) est évidente ; la propriété b) se démontre par récurrence en utili- 


LA 
Li] L2 Ld 1 L 
sant l’identité f(x) = | FD (x — 1) dt, qui est valable pour r < n. La convergence de 


0 
la suite f® pour nr — et r fixe résulte de la majoration 
2r+1 


Da file 5 — "à, 


1°: Ô,: 1 
qui est valable pour nr = r+2. 
479, a) Soit M un ensemble borné dans L. Il est alors précompact pour toute semi- 
norme p,, Car borné pour la semi-norme p,., .. Munissons comme toujours L d’une distance 


définie par d(f, 8) = à 27'pA{f—g). Si {f;} est un 2-/-réseau fini pour M pour la 
k=1 


l 
semi-norme ÿ Pi, il sera un 2!-!-réseau pour la distance d. 


k=1 
b) Traitons le cas L = D,(Q), A C R'. D’après le théorème d’Ascoli-Arzela 
l’ensemble AZ qui est borné pour la norme p::,(f) = max |0/#(x)|, sera précompact 
ze Æ 
[l <k+I 
pour la norme p,, car toutes les fonctions de la forme 0!f, | /\ = k seront uniformément 
bornées et équicontinues sur {2. 
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480. Si p, est une suite fondamentale dans £(Q, L) alors la suite 0p,(x) le sera pour 
tout multi-indice / et pour tout point x E {2. Soit y,(x) = lim ©,(x). Montrer que 


n — 00 
px) = dyo(x) et que p, —+ y, pour la topologie de £(Q), L). La métrisabilité de £(9, L) 
résulte de l'existence d’un système dénombrable de normes. (Si {p;} est un système 
dénombrable de normes définissant la topologie de L et {K;} un système dénombrable 
de compacts épuisant le domaine ©, alors les semi-normes p Ki, définissent la topologie 
de “(Q, L). 

481. es. l'application de (9, XQ,) dans £(Q,, (Q)) définie par la formule 
œ — f, où f(x) (y) = px, »). Utiliser le résultat de l’exercice 477. 

482. Utiliser le résultat de l’exercice 476 et le fait que les fonctions périodiques sont 
denses dans €(R"’). 

483. Utiliser le résultat de l’exercice 475 pour le cas S(R”!). 

4. Distributions. 

484. Tous les supports sont confondus avec R. La continuité des fonctionnelles résulte 
du théorème de complétude faible de D(R). 

485. Etudier cette limite séparément pour les fonctions paires et impaires. Réponse : 0. 


486. Il faut vérifier que si l'intégrale [| g(x) p(x) dx est nulle pour tous les y € D(R), 
R 


alors g € D(R) est identiquement nulle. 

487. a) Montrer que lim (/,, g) = 0 pour toutes les fonctions œ telles que (0) = 0. 

488. Etudier séparément des fonctions nulles en 0 et une fonction constante au voisi- 
nage de 0. 

489, Réponse : TÔ(x). 

490. Cette limite existe et est égale à 0. 

491. Utiliser le fait que Ÿ(R) est dense dans L,(R, dx). 

492. Soit p{x) une fonction localement sommable. Pour tout intervalle [a, b] ne 
contenant pas l’origine des coordonnées, il existe une suite p,€ Ÿ(R) convergeant vers 
a, (x) et de support appartenant à l’intervalle [a — €, b+ e] qui ne contient pas non plus 

b 


l’origine des coordonnées. L'égalité 0 = p,(0) = Î p(x) p{x) dx implique que (l p(x) dx = 0 
R a 


quels que soient a et b de même signe. Or la fonction q(x) — Î pt) dt est continue en x, 


0 
donc g{(x) = const et p(x) = 0 presque partout en vertu de l’exercice 253. 
493. On remarquera que toute fonction w € D(T*) se représente par une série unifor- 


mément convergente : q(f) = D cl, Donc (ei, = c_,et Ç » ep, pm ÿ = 
k=Z" kEÇZN 


— » Cr — p(0). 
kEZ" 


494, Pour système déterminant de semi-normes sur (T*) on peut prendre les normes 
des espaces CT’). 
495. Soit p(x) = e*’-w(x) € DR), où w € D(R) est une fonction support [ —1/3, 1/3] 
identiquement égale à 1 sur [ — 1/6, 1/6]. Etudier l’action de F'sur les fonctions (x +). 
496. Vérifier que (6, æ) = — | O(x)p'(x) dx. Réponse : 1. 
R 
497. a) D’ordre 1. Construire une suite de fonctions y,€ Ÿ(R) de support sur 


{0, 1] tendant uniformément vers 0 sur [0, 1], sans que v.p. J PQ dx tende vers GC. 


(Poser par exemple p,(x) = 1/1n n sur l’intervalle [1/(2n), 1/2].) b) D'’ordre 0. 


498. Une méthode consiste à développer 1/(x+1i0) en une somme de composantes 
paire et impaire et à utiliser l’exercice 487b). 

499. Voir exercices 497 et 498. 

500. a) Utiliser le lemme suivant l’algèbre linéaire. Soient données des fonctionnelles 
linéaires /,, ..., f, et f sur un espace vectoriel Z. Si les conditions f(x) = 0, ...,f,(x) = 0 
impliquent que / = O, alors f est une combinaison linéaire de ,, ...,/,. 
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b) Utiliser le n° a) et le théorème de Hahn-Banach pour un espace localement con- 
vexe. 

561. a) [ —1, 1], O, 

b){—-1:0;1},0. 

502. a) Intégrer par parties. 

b) Utiliser le théorème de complétude %-faible de D'(R). 

d fx471 x? 
. d f: : PT + | 

c) Utiliser les relations de CE =) FA =D 1=D et la «condition initiale » x°/7(1) 

= O(x). 


Réponse xt DC) = (x). 
503. a) Si le support de æ € D(R?) ne rencontre pas l’ensemble f(x, y) = c, alors 


dF. 
&F.,p) = const au voisinage de c. Donc e- , 6) = (0. 
b) En choisissant un système de coordonnées locales, on peut ramener cet exercice 
au cas où f(x, y) = x. 
c) Choisir le paramètre local f sur la courbe J” d’équation f(x, y) = c de telle sorte que 


dx dy = df\dt. Alors ar ; e) = J #0 dt. 
Al 


\ dc 
| ee dF,  \ 
504. Si c 0, on peut raisonner comme dans l'exercice 503b). Réponse : de ? @ / = 


_ ] J œ-w où w est une 2-forme différentielle sur l’hyperboloide x?+ y? — z° = c, définie 


Te 
Fe 


dc 


confondue avec la distribution définie par l'intégrale _. Î| ph étendue au cône 


est 


de façon unique par la condition wAd(x"+ 27) = dx/Ady/dz. Si c = 0 alors 


2 A D nt (En dehors de l’origine des coordonnées la coïncidence se prouve comme pour 


c Z 0 par passage à un système local de coordonnées x, y, c = x“+y?— 72°. La différence 
ce ces distributions est concentrée en (0, O0, 0) et est invariante par le groupe de Lorentz. 


C 


de 


— 2. Donc, elle est nulle ; voir indication de l’exercice 529.) 


est une distribution homogène de degré 
c=0 


De plus, il est immédiat de vérifier que 


505. Utiliser l’isomorphisme (L,, L:)(L.@L.) et les résultats de l’exercice 483. 
506. a) K(x, y) = Ô(x—}), 
b) X(x, y) = Ü(x— a, y — b). 
5. Opérations sur les distributions. 
507. a) 20(x), b) Ô(x), c) Ÿ Ô(x—K), kEZ. 
508. a) 20(x) ; b) ae 2aû(x) ; 
c) D 26(x—7k)— [sin x : 
LEZ 


d) —2 sin aû(x + a)—2 cos x-sgn (x +a)e-l*+al, 

509. à), b). Vérification immédiate à l’aide de la définition du produit direct de distri- 
butions. 

c) Utiliser la définition de la dérivée. 

d) Appliquer le théorème du produit direct aux fonctions (x) et 1. 


510. a) Montrer que toute fonction g € P(R) telle que fa) dx = Oest de la forme 
R 
g = p,où y € D(R). 
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b) Montrer que toute fonction y € D(R) telle que (0) — 0 est de la forme (x) — 
= xy(x), y € D(R). 

511. Supposons que la fonction F cherchée sur l'intervalle [a— €, a+ €] est la dérivée 
d’ordre & d’une fonction continue f. Montrer que / (x) est confondue avec un polynôme 
P_(x) sur {a —e, a] et avec un polynôme P, (x) sur Ja, a +e], et de plus deg P: = k. 

Soit P(x) = P.,(x) —P-_(x). Alors 


F(x) = e] LPG) 8x — a)] = D Ci p-0(a) 8O(x — a). 
512. 6’ (g(x)) = H’(0) sgn k/(0) 8(x — A(0)) +-H'(0)? d’(x —A(0)). 
513. a) (4, 0), b) (0, 1), C) (— 1, 0), d) (— 1, 1), e) (— 2 1). 


514. Utiliser la relation lim 2709 


t—+ 1 l— 1 
définition de F(tx). 
515. Utiliser l’exercice 502. 
516. Soient p€ D(R) et | p(x) dx = 0. Montrer qu'il existe des y, € D(R) et des 
R 


= xF”(x), qui se démontre à partir de Îa 


a, € R tels que 
p@x) = lim [y,@x+a,)-v,0@)l. 


n — 00 


(or peut par exemple poser a, = _ , PAX) = l q(t) a) 
0 


517. a) Montrer que si o € D(R?) est telle que Î (x, y) dx = 0 pour tous les ER, 
R 


alors o — Gy/ôx pour y € DR?) ; 
bDF=1X/f. 
518. a) Généraliser la méthode décrite dans l’indication de l’exercice 517. 


És 
b) F= ÿ f,xoû). 
i=0 


519. La fonction f ‘(x) n’est pas une distribution régulière à croissance modérée, puis- 
que |f'(x)| = e* croît plus vite que tout polynôme. Intégrer ff (x) p’(x) dx par parties. 
e 


520. Réponse : c;Ô(x—ka), où {c;} est une suite de nombres bilatérale 
KE Z 


quelconque. 

521. Soit L le sous-espace de (R”) engendré par les fonctions de la forme 
D x R!)) (x), x; HF. 2 , 1=i<j<n,p€ D(R"). Montrer que F annule 

i=1 j è 

L et que L est de codimension 1 dans P(R). (Par souci de simplicité étudier le cas 
n:= 2,) 

522. Utiliser le résultat de l’exercice 520. 

523. Montrer que la fonction o = e- 4%{F(x) — B(x)), où À et B sont des primitives 
respectivement pour a et b, est solution de l’équation y’ = 0. 

524, Utiliser la transformation de Fourier et la formule de Plancherel. 

525. Il existe des constantes C'et N telles que |c,| = Cr” pour n # 0. (Autrement 
dit In (c,)/In # est une suite majorée.) 


526. Utiliser l'égalité De” = 2x Ÿ ô(x—2nn). En déduire les équations 
n eZ 


différentielles que doit satisfaire la somme cherchée sur l’intervalle ]0, 2r{. Réponse : 


x-1\? 7? 
a) 5) p pour xEf0; 2x]; 
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z ch ax-x) | | 
b) es ere pour xE€[0 + 27] ; 


c) Qri)-# Ÿ Ex — 2xn) : 
nEeZ 
d) + sen x pour xE]-x; xl. 


527. Non. (Par exemple lim ,(x) (x), où {,} est une ô-suite, n’existe pas.) 
528. a) Utiliser le fait que In(x?+177?) — lim In(x?+y+e7) et que 
0 


E —+ 

© © PR 4e? 
(5x + ) In (x°+37°+ €°) Grp 
487a) aux fonctions de deux variables. Réponse : 4rû(x, y). 

b) Voir indication de l’exercice a). Réponse : —47û(x, y, 2). 

529. a) Réponse : 0 si P(x) n’admet pas de racines réelles ; |Â—w1-1 (Ô(x — À)+ 
+ (x — u)) si D(x) possède deux racines réelles À et u ; n’existe pas si (x) admet une 
racine multiple. 

b) Passer aux coordonnées polaires. 


Généraliser ensuite le résultat de l’exercice 


27 
Réponse : {(x?+7°—1), où = _- Î p(cos «, sin &) dœ. 
0 


c) Dans le domaine {2 — R?\{0 ; 0} on a l'égalité Ô(x?—7?) — _—. [ÔCx — y) + 


+0(x—7y)]. La démonstration est commode à faire dans les nouvelles coordonnées 
u = x, 0 = x?— y?, Ô(x°? — y?) n’existe pas sur le plan tout entier. 
d) Dans le domaine © = R°\{0 ;0 ;0}ona 


1 EC AT s nn 
+) = [S(z—4/x2+ 77) + d(z+4/x2 + y) 


ou en coordonnées cylindriques z, r, &« : Ô(x?+y?— 27?) — [Ô(z—r)+ (z+r)]. Cette 


formule définit une distribution sur l’espace tout entier, puisque l’intégrale 


Ï| px, y, SAS) 0 = Ï| p(r cos «, r sin «, +r) dr du 


|z| 


converge pour tous les o € D(R3). Si Ü(x?+ y? — z?) existe alors la différence ô(x?+ y? — z°)— 


or ; [O(z—1/x2+3°?)+6(z+4/x2+>?)] a son support en (0 ; 0 ; 0). Donc, c’est 
+I+ m 
une combinaison linéaire des fonctions Se Op oz Ô(x, y, z). De plus cette différence 


est homogène de degré —2 et est invariante par les transformations de Lorentz (les trans- 
formations linéaires de R° conservant la forme x?+y?—z?). Donc, elle est nulle. Vérifier 
l'existence de Ô(x?+72— 2?) d’abord sur les fonctions de base égales à 0 en (0 ; 0 ; 0) 
et ensuite sur une fonction non nulle en (0 ; 0 ; O}). 

Réponse : 


dE 29 = (EC VD) + 0e VTT). 


$ 4. Espaces hilbertiens 


1. Géométrie de l’espace hilbertien. 
530. b) Considérer la catégorie des applications isométriques d’un espace préhilber- 
tien sur tous les espaces hilbertiens. 
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531. Pour prouver la complétude, utiliser le théorème de Weierstrass et Je résultat 


de l’exercice 427b). 
532. On obtient à un facteur multiplicatif constant près les fonctions spéciales 


suivantes : 
a) les polynômes de Legendre  P,(x) = (5) [GA — x2}°] ; 
b) les polynômes de Tchébychev T,{(x) = cos (n arccos x) : 


c) les polynômes de Laguerre  L,(x) = e(s) (ex) 


d) les polynômes d’Hermite H,(x) = (2) “ar 


k+1/2z1\% . . : 
533. a) j,(z) = ca (5) où S — R° est la surface du disque ; 


b) J;{z) = a é 


ak! 
534. Décomposer la fonction cherchée g,(z) suivant la base de l’exercice 533. 
Réponses : 


ro 


222 


L = 
b) £A2) — + er. 


535. Utiliser le résultat de l’exercice 533 pour prouver que toute suite de fonctions 
analytiques convergeant dans Z, converge uniformément sur tout compact contenu 
dans le domaine donné. 


7 


| 2 x À 
536. a) c, = 0 pour ñn pair, C, = a pour ñ impair ; 


ei] | 
b) c, — 7=5xn À Æ 27in) ; 


c) ce, = (2rin) # pou nÆ#0, co = 0. 


537. a) Plonger L. (Ja, b{) dans Z,(10, 1[). 

b) Montrer que toute fonction de Z.{(]a, b—1[) se prolonge de façon unique en une 
fonction de l’orthocomplément cherché dans Z.(]Ja, b[). 

538. b) Montrer qu’une norme hilbertienne est majorée par une norme 
uniforme mais que la réciproque n’est pas vraie comme le montre l’étude de la suite 


| 1e . : nn 

C0 = » = ek=, où {À,} est une suite de nombres réels distincts. 
k=1 

539. Soit /1(x) une fonction sur R égale à 1 au point Z et à O dans les autres points. 


Alors { f3} 1er ©St une base orthonormale de Z,(R, u). La correspondance f, + e' 


est un isomorphisme de bases, donc d’espaces hilbertiens. 

540. Appliquer le processus d’orthogonalisation. Comparer aussi avec les exercices 
531, 532 et 541. 

541. La complétude résulte du fait que toute fonction continue sur [0, 1] peut être 
approchée par des combinaisons linéaires des fonctions @n. 

542. a) La fonction p,,: = #19: est orthogonale à toutes les fonctions du système 
de Rademacher. 

b) Même démonstration que pour l’exercice 541. 

543. L'orthocomplément est nul dans tous les cas. 
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544. a) L'espace des fonctions nulles pour x = 0 : 


b) {0}. 

545. 30°, 60°, 90°. 

546. a) 90°. _ 

b) arccos _ , où a est la longueur de la plus petite corde, b celle de la plus 
grande. 


547. a) Vérification immédiate. 
b) Soit À = R. Définissons le produit scalaire par 


1 2 
(x, y) = (x +ylË xt 1lv tt. 


L'égalité (x+y, z) = (x, z)+(y, z) équivaut à la relation [|x+y+2{[[+1|x|l+11»||7+ 
HZ = [Hx+plif+{lp +z[f+1Ix+z|lf. Cette relation se déduit à partir de l’identité 
du parallélogramme appliquée à tous les parallélogrammes susceptibles d’être formés 
avec les sommets d’un parallélépipède de dimension trois. Prouver ensuite par récurrence 
sur ñ que (nx, z) = n(x, z) et en déduire que (x, z) = À(x, z) pour les À rationnels. Comme 
(x, y) dépend continûment de x par construction, l’égalité (Àx, y) = À(x, y) est valable 
pour tous les À réels. Si le corps est complexe considérer d’abord le réelifié HX de l’espace 


hilbertien 7 (c’est-à-dire le même espace H muni seulement de l’addition et de la multi- 
plication par un nombre réel). Alors, d’après ce qui a été déjà démontré, il existe sur Hp 


un produit scalaire (réel) (x, y}, tel que [x |? = (x, x)r- Définir le produit scalaire sur 
H par : (x, y) = (x, Pr+G(x, iR. Vérifier que cette expression possède bien les 


9? ,? e +1. e ° 1 0 o 9 Q 9 
propriétés requises. (Utitiser la relation (x, ix)g = 7 (x+ix if -1ix lé -1lix if) = 0, 


puisque [|Ax| = 14/2 11x1f?. 
548. Utiliser l’identité [x +e%y||? e% = [|x [2 e%+(x, »)+(7, x)e*%+[1y1[° 6e et la 
N 27ik N anik 
relation de = Ye =0, pour N=>3. 
k=1l k=1 


549. Vérfier que la suite y, = _ » x; admet une limite forte et que les vecteurs 
{=1 

Z; = X;—} sont orthogonaux entre eux et au vecteur y. 

550. b) = c) d’après le corollaire du théorème de Banach-Steinhauss (de convergence 
d’une suite faiblement convergente). 

551. Soit Z(S) l’adhérence de l’enveloppe linéaire de S. Alors L(S)+ = S+. Donc, 
(s+)+ = Î{(S) d’après le théorème _de l’orthocomplément. 

552. Mettre H sous la forme L@L*. 

2. Opérateurs dans l’espace hilbertien. 

553. a) Re À — + 4+4%, Im 4 = TU — A*), 

b) ÀAA* — A*A = 2i(Ilm 4-Re 4 -Re A-Im 4), 

c) VV* = (Re V}+i(im V-Re V-Re V:Im V)+(Im VV}. 

554. a) Posons H, = PH, H, = (1—-P)H. Vérifier que À, et H, sont orthogonaux, 
que leur somme est égale à 77 et que P est un projecteur sur A, parallèlement à H2. 


1 . 
b) Posons P — nd . Vérifier que P est un orthoprojecteur. 


2 
555. Utiliser l'égalité [| A|! — sup |(Ax, y) 


z, y Hxll-1yil | 
556. a) Si K et sont pairs, l'inégalité voulue peut se mettre sous la forme (4“=x, 
A?x) = || 4F/2x||-|| 4/2x]il. Si k et / sont impairs, introduisons le nouveau produit 
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k—1 1-1 
scalaire (x, y)4 = (Ax, y). L’inégalité cherchée s’écrit alors (4 CE 7. x) < 
À 


<a le ar ll 

b) Déduire de a) que || 4x1 <= (4x, x}'-(47+°?x, x) et de cette dernière inégalité, 
l’inégalité voulue. 

557. Montrer que la suite de formes quadratiques Q 4,9) — (4,x, x) tend ponctuelle- 
ment vers une forme quadratique Q (x). Utiliser ensuite l’inégalité de l’exercice 556b). 

558. a) AP — PAP, b) AP = PA. 

559. a) Il suffit d'étudier le cas dim H = 2, 

b) cos” © = tr P,P,P;, = [|PiPoPall. 

c) Supposons que les vecteurs unitaires &, et 7; engendrent respectivement les sous- 
espaces L; et M, i — 1, 2. La condition de congruence des couples (L;, Li) et (M, M) 
est exprimée par l'égalité [CE 2) = |[(x M2)l qui équivaut à tr P,P,P, = tr Q,0:0:. 

560. a) Les opérateurs P,P,P, et 1—P,P,.P, = P\{1-P:)P,+(1—P,)sont positifs. 

b) Le rang de l’opérateur P,P,P, est = à ceux de P, et P.. 

c) On peut considérer que L: = M: quitte à remplacer le couple (MZ,, M) par un 
couple congru. Considérer la projection des vecteurs générateurs de L, et M, sur L, = M, 
et sur l’orthocomplément de cet espace. Voir également l’exercice 559. 

d) Prernière méthode: développer le raissonnement du numéro c). Deuxième méthode. 
On dira que le couple (Z,;, L.) est décomposable si l’espace H se représente par A — 
— H'@H"' de telle sorte que Z, = L,@Lÿ, où Li = E,NH",L; = LNH”. On dira dans 
ce cas que le couple (L,, L:) est la somme des couples (L;, L;) et (L7, L;). Montrer 
que iout couple est la somme de couples indécomposables et que les couples indé- 
composables n'existent que pour dim Æ = 1 ou 2. La dernière proposition découle du 
fait que si € est vecteur propre de l’opérateur P,P,P,;, alors l’espace 77’ COS sur é et 
P.£ est invariant par P, et P.. Il en sera donc de même de Æ’° = (H rt . D'où il vient 
que le couple initial est décomposable si seulement dim A = 2. 

e) Cette valeur est égale à sin y, où est le plus grand des angles de L, et de Z.. 

561. a) Si Uest unitaire et {e,},-, une base de H;, alors {Ue,}, -, est un 
système orthonormal dans F,. Sa complétude résulte de ce que x L Ue, entraîne que 
U”1x Le. 

b) Si {fe} € 4 est une base orthonormale dans Æ, et {Ue,}, : , une base ortho- 
normale dans FH, alors 

x=) (xe)es y = 2 0 eg)ep, VX, Vy EH. 


a 


Donc Ux = D'(x, e)Ue,, Uy = Ÿ (y, es)Ueg et (Ux, Uy) = Ÿ (x, e) (0: 8)X 
a B a, B 


X(Ues, Ueg) _ D (x, es) (, 28) = (x, p). 


562. a) La condition y L im À équivaut à (y, Ax) = 0 pour tous les x € A et la 
condition y € ker A* à la relation (4*y, x) — 0 pour tous les x € H. Mais (y, Ax) — 
= (4*y, x). 

b) Le théorème de l’orthocomplément (voir aussi exercice 551) nous dit que l’égalité 
(ker A)L = (im 4*) est équivalente à ker 4 = (im 4*)l démontrée dans a) (il faut 
remplacer À par A*). 

563. Utiliser la relation 


CA —A)x If = 1A4,x if + fax |f-2 Re (4x, 4x). 


564. Soient {x.} une base de Æ, E.8 un opérateur envoyant x, dans x, et les autres 
vecteurs de ie cars 0. Vérifier que 

1) E 

2) E, se a *E 8 SiB = y, sinon E,5E,s 

3) si P est un orthoprojecteur tel que E,P 


0; 
P, alors P = 0 ou E.. 
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Montrer que tout système d’opérateurs jouissant de ces propriétés est conçu comme 
suit : il existe une base hilbertienne {y.} telle que Exp envoie yg dans y, et les autres vec- 
teurs de base dans 0. Appliquer cette proposition au système o(E;g), où © est 
FPhomomorphisme donné. 

565. Si un idéal 7 contient au moins un opérateur non nul, il contiendra tous les 
opérateurs de rang fini, donc tous les opérateurs compacts. Si 7 contient un opérateur 
non compact, alors il contient un orthoprojecteur sur un espace infini et par suite tous 
les opérateurs. Réponse : {0}, (A), (AH). 

566. Utiliser les relations 


(PAPx, x) _. C4Px, Px)  (Px, Px) er (Av, >) 


su — PT RUN Te VS , 

Pr (x, x) zez (Px, Px) (x, x) vePz (y Y) 
É (PAP x>, x) = Hu (PAPx, x) _ sub (Ax, x) 

en (X,X)  zeznrz (XX)  2ecñrz (XX) 


567. a) Montrer par récurrence que ||41l/2-1 > B, > 0, B?<« À et utiliser le 
résultat de l'exercice 557. 

b) Prouver l’unicité d’abord pour le cas ker À = Oen utilisant le fait que la racine 
carrée B est la limite de polynômes de À, donc qu’elle commute avec n’importe quelle 
autre racine carrée C ; ceci entraîne notamment l’égalité (B+C)(B-C)x = 0, d’où 
(B—C)x = 0. Le cas général découle de la relation ker C = ker C? qui est valable pour 
tous les C > 0. 

568. b) Les opérateurs R et S vérifient les relations R°? = 44*, S° = A*A. L’opéra- 
teur V’est défini de façon unique seulement sur im S, l’opérateur U est défini mod ker À. 

c) Les opérateurs À qui s’écrivent sous la forme cherchée sont tels que dim ker 4 — 
— dim ker 4*. Mais dim ker T = dim ker 7“. 

569. V*V = P, ; UU* = P,. 

570. Posons R = (44*)!/2 et définissons U sur im A* par UA*x = Rx. 

571. a) Utiliser le fait que pour deux bases quelconques {Xp}s es ©t {e,}, eroma 


I Ax8ll — |CA4xp, xy) = | Xp, Axÿ| = HA*x,, HÉ. 

Pr d Re Se À PR re Er ' 

b) La convergence de la série ÿ (4y,, By.)x résulte d’une double application 
T 


y 
de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski : la première fois au produit scalaire sur 4, la 
deuxième fois, au produit scalaire sur Z,(7”). 

c) Soient Z un sous-ensemble fini de 7°, P, un projecteur sur le sous-espace cor- 


respondant de ÆZ. Evaluer la norme de la différence de À et PAP dans LA). 
d) L'application de H@H” dans L.({) associe au vecteur x@/f lopérateur À : 


F C»x. 
e) Soit {Jos en une base de Z,(X, u). Montrer que À est défini par le noyau 


K(Xy 21) = À (Ag Je) fox) fo (x2)- 


B1B2 
572. à) Résulte de la définition. 
b) Montrer que la multiplication à droite par l’opérateur borné B € Z.(H) est un 
opérateur borné dans Z.(H). Désignons-le par M(B). Montrer que M(B})* = M(B;). 
c) Vérifier l'égalité ||41|, — sup [tr UAV|, où U et V parcourent l’ensemble de 


» 


tous les opérateurs partiellement isométriques. 

d) Tout opérateur 4€ £,(H) définit une fonctionnelle linéaire f, sur (A) : 
fatK) = tr AX. Tout opérateur borné B définit une fonctionnelle linéaire F} sur £,(4) : 
F3(4) = tr AB. Pour prouver que c’est un système complet de fonctionnelles utiliser le 
fait que les opérateurs de rang fini forment un ensemble dense dans (AH) et £,(H). 


573. a) f(x) = e77, À, = - PA) ='e 7 = LL . Les autres fonctions 


propres sont des fonctions quelconques de l’orthocomplément de {/,, f2}, les valeurs 
propres sont les Zéros. 
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b) Récrire l’équation pour la fonction propre sous la forme f(x) — 


jy ©) dy + 
+X j FO) dy. Montrer que pour À = 0 il n'existe pas de solutions et que pour À Æ 0 


la fonction f(x) est deux fois différentiable et est solution de l’équation ÀAf’’+f = 0. 
Réponse : f,(x) = sinzx(n1+1/2)x, À, = x7{(n+1/2) 2, n eZ. 
574. a) Utiliser les fonctions £,(z) construites dans l’exercice 534. 
c) Mettre dim Æ sous la forme D lé, 1?, où {é,} est une base de A. 
Æ 


d) Commencer par les opérateurs de rang 1. 
575. Soient /,(x) = e**%* une base de Z, [0, 1], 


+N 1 k£ 
(A) = LL (AD) A4) = X trx(4). 


Montrer que pour AE L{(H)ona lim s,(4) = 
k — oo 


tr À. Vérifier ensuite que pour 
un opérateur intégral de noyau }) : 


sin (2k+ 1) rx — ») 
(4) = \] K(x, D ES ax. 


En déduire que lim s,(4) = Ï K(x, x) dx pour un noyau continu. 
: — oo 0 


CHAPITRE 4 


TRANSFORMATION DE FOURIER 
ET ÉLÉMENTS D’ANALYSE HARMONIQUE 


$ 1. Produits de convolution sur un groupe commutatif 


1. Produits de convolution des fonctions de base. 

576. a) Désignons par 0, l’élément de K[G] correspondant à la fonction égale à 1 au 
point g et à O dans les autres points. 

Expliciter la condition de commutation de a € K [G] et de à,. 

b) La condition a(gh) = a(hg) peut encore s’écrire sous la forme a(h) = a(ghg”?). 

c) Oui. 

577. a) Soient £ = e?7°/?, a, l'élément générateur du groupe C, (en écriture additive). 


1 É à 
Posons e; = _ Ÿ eds. Vérifier quee,Xe, = 0 pour k Æ j,exKex = er. 
k=1 
b) Oui pour ñn = 2. Non pour les grands ñn. On vérifie que 
R[C:] = R+R+C+...+C, R[Cx,]=R+C+...-C. 
means, memes” 


mme, en” 
k—1 x 


578. A toute fonction a(g) associons les nombres as = » a(g) et a, = 
ges 


: > a(g) Sen £, où sgn g est la parité de la permutation de g : sgn g = 
Ss 


g € 
Montrer que les applications a — a, et a — a, sont des homomorphismes ‘de R(S:) sur R. 
Soient par ailleurs e,, e:, e: des vecteurs sur le plan dont la somme est nulle. A tout élément 
gES; correspond une application linéaire T(g) du plan agissant d’après la formule 
T(g}e, = e,_14, Montrer que l’application a + Y ag) T(g) est un isomorphisme de 
R{S:] sur Mat.R. Utiliser ces isomoprhismes pour construire l’isomorphisme cherché. 

579. Soit g une application de G sur une X-algèbre unitaire À telle que q(g182) = 
= 9(£1) p(g2) et p(1) = 1. Elle se prolonge alors de façon unique par continuité en un 
isomorphisme j : K{G] + À à l’aide de la formule a + Ÿ a(g) p(g). Si l’on s’affranchit de 
la condition (1) = 1, un élément universel sera l’application triviale G dans l’algèbre 
nulle. 

580. Réponse : Ya, 2] X 4e, ai St une fonction linéaire par morceaux continue à support 
borné sur la droite ; le graphe de cette fonction est une ligne polygonale de sommets 
(a+ c, 0), (b+c, b—a), (a+ d, b— a), (b+ d, 0). (On admet que a = b,c=d,b-a=d-0c.) 

581. Pour les fonctions en escalier la proposition découle du résultat de l'exercice 580. 
Le cas général s’obtient à partir de la majoration || fkgll, = [fl Xllglli 


1 1 1 
582. a) a(=+) + (aLb} (a a 0, b = 0). 


rab 
où 4/5 ee (mp) e = 06 - 0) 
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583. Voir démonstration du théorème 4 chap. IV. 
584. Etablir l'égalité S(p) = [ p(e) T(g) du(s). 


G 
585. a) La propriété 3 résulte de la continuité absolue de l’intégrale de Lebesgue. 
b) Il suffit de vérifier la propriété 3 pour des voisinages sphériques. 


586. Mettre S(f,) — T (a) sous la forme [ f(g) [T(g) — T(a)] du(g). 


Q 

587. Utiliser la formule d(oxw) — (do) kw. 

588. Utiliser les résultats des exercices 585, 586 et 587. 

589. Utiliser l’exercice 584. Réponse : S(f)* = S(/(— (/(—2)) (voir exercice 591). 

590. L'existence de /,%x/, découle du fait que f(x —}>) appartient à L,(G, u) comme 
fonction de y pour tout x. La mesurabilité résulte de la définition de l’intégrale comme 
limite de sommes intégrales. La convolée est bornée en vertu de l’inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski. 

591. Effectuer des changements de variables convenables. 

592. Se démontre par un calcul immédiat. (Voir exercice 629.) 

593. Utiliser le résultat de l’exercice 592 et montrer que f ke; = (f, e:)e, pour toute 
fonction f € L.(T”, df). 


594. On peut poser par exemple j,(r) = [I 9:(), où 
J=]1 


1 | __ 1 fsn(2k+lx1? 
Pa{t) SE 2k+1 2. (2% + 1— [s1)) er) = 5k+I ses : 


595. Utiliser les exercices 586 et 594. 

596. a) Réponse : B, = x—1/2, B; = x?-x+1/6, B3 = x°—-3x?/2+x/2, B, = 
= xt—2x3+x2— 1/30. 

b) Réponse : — B,/2. Résultat général dans l’exercice 612b). 

597. a) B(a+1,B+1) 0(x)x" + Ê TI. 


et —e°7 : 
b) J Dress O(x) pour a=b, 
xe* se pour a= b. 


598. Montrer que si SE Z,(G, u), g € L\G, b), h € L,(G, u) alors la fonction o(x, y) = 
=f(x— 7) g(y) À(x) appartient àâL (GXG, uX y) où 2/t = 1/p +1/q+1/s. 

En déduire la proposition annoncée en posant 1/5 = 1—1/r, t = 1. Voir exercices 
424 et 425. 

2. Produits de convolution des distributions. 

599, a) d,:,:; b) 0(x—-a); c)ô; d) 0. 


600. Lf = (È ciÿt) x. 


601. Utiliser les identités (f, 1x) = {fx1, p} et 1x9 = {1, g)-1 pour y € D(R). 

602. Utiliser l’identité( fi Xf2)" = fix: Réponse : d,4e— dia — dyro + Op+ a 

603. On peut se servir de la formule {/1xf2, p) = (fX fo, ®) et des relations 
fi en = (AX 2)", ,p 7) = (Sp). 

04. 605. Utiliser la définition du produit de convolution par le produit direct. 

ns Utiliser la définition de la topologie de £(R?) et de D(R”) ainsi que le théorème 
de la représentation de f sur chaque compact sous la forme de la dérivée d’une fonction 
régulière. 

607. Poser (f1%f2 p) = [| | AG) 5) pG+5) dt ds. 

à ARE Vi 


608. Première méthode. Vérifier que {yx(f)} possède les propriétés d’une Ô-suite 
(voir exercice 585). Deuxième méthode. Exprimer (@», f) en fonction des coefficients de 
Fourier de f. 
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609. Utiliser les résultats des exercices 608 et 593. 
610. Utiliser l’indication de l'exercice 609. 


611. a) 4, = s(—3 2), 
b) B, — sf), 


612. a) Réponse : 4! (1 — à) pour & = 0. 
b) Utiliser le résultat du numéro a) et la commutation du produit de convolution et de 
la différentiation. 


| , 
613. a) Utiliser l'identité 52 27% 


> cos (2i—1):7t. 


snt = 
Réponse : f'ke, = —isgn key. 
b) Utiliser le résultat de a) et de l'exercice 609. 
Réponse : fxf — 1-0. 
614. Utiliser la formule Ô(x? — a?) — nt ((x — a) + Ü(x + a)). 


Réponse : la fonctioh régulière définie par 


1/4S si les segments.r,, r2, V/x°+y? forment un triangle d’aire S, 
0 si Vx*+7* € [iri—rel, rit rol. 


615. Montrer que f s'exprime en fonction de /, et f, par la formule f(r) = 


(fi Xkfe) (x, y) = 


= [ [ KGwres fr) fera) dr dr: où K{rwr:; r) est une fonction localement 
0 0 

sommable. Pour le calcul de K se servir du résultat de l'exercice 614. Réponse : 

K(r1 r2 ; r) = Osiles segments 7;,, r. et r ne forment pas un triangle : K{(r,, r2 ; r) = 1/4S 

s’ils forment un triangle d’aire S. 

616. a) Comme 7 .(R) est un sous-espace dense de Z,(R), toute fonctionnelle 
linéaire continue sur €, (R) définit une distribution f € D’(R) et est elle-même définie de 
façon unique par cette distribution. Soit &« € &_(R). Alors la multiplication par «est un 
opérateur continu de &.(R) dans (R). Donc, l’opérateur adjoint envoie D’(R) dans 
É’,(R). D'où il résulte que £,(R) contient P’(R). Inversement, si € D'(R) et 
æ € &_(R) est la fonction identiquement égale à 1 au voisinage de supp /, alors 
f = af € ER). , . 

b) Première méthode : (fiXKfe, ®) = (fi X fa, ®}, où (x, y) = (x +y). On utilise ici 
le Ts & supp (/,X/f2) et supp œ ont une intersection compacte si fi, /2 € D'.(R) et 
pE SFR). 

Deuxième méthode : définir d’abord le produit de convolution de D',(R) et &.(R) par 
la formule(fkp) (x) = (7, T(—x)p ”) et poser ensuite (/1kf2, p) = (fi, f? Kg). 

617. à), b), c) se vérifient immédiatement. 

d) Utiliser le résultat de c) la dépendance continue de f, par rapport à «x pour « = Oet 
la continuité de la différentiation dans '’.(R). Réponse : lim f, = Ô 


& —+ 0 


618. Pour « — —nposer {(x) = S( VÉLO où f, est la fonction de l'exercice 617. 
Vérifier l’indépendance par rapport au choix de n (exercice 617c)). 


y 2Vx=vVxst ÉRe 
\/7 


b) Réponse : 7%, c) Réponse : —_ sin VX. 
\/x 


619. a) Réponse : 2 V= pour x our x = |. 
TT 


T 
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620. Utiliser l’égalité f — D (+ y*— 1) et le résultat de l’exercice 614. Réponse : 


1 
HP), ») = La V/GE+7) 4x2 y?) 
0 pour x?+77?= 4, 


pour x?+y* = 4, 


621. Utiliser l'égalité f = -L 8%+y+2-1) et l'indication de l'exercice 614. 
Réponse : 
1 
(PHP) (x, 7,2 = À 87 Vx?+p +2 
: pour x*+y*+7> 4, 


. 2 4 
pour x°+77°+277 = 4, 


$ 2. Transformation de Fourier 


1. Caractères d’un groupe teens 

622. y,( mod n) = e2%#1/,k = 1,2, . 

623. Utiliser le résultat de l'exercice 2 et le fait que tout groupe commutatif fini 
est la somme directe de groups cycliques. 


624. a) y.(n) = 7,z€ C* ; 

b) 1x) = ee, 2€ C ; 

C) Xu u(2) = er y, WE C ; 

d) 4, (x) = 1x 1 (sgn x}°, 2€ C, € = 0,1 ; 

e) 41 (2) = 1zl/ (sen z},1€C,neZ ; sen z = z/|z|. 

625. Soit U, un voisinage d’un caractère 7,, défini par l'inégalité | (x) —79{(x)| < € 
pour tous les x € G. Montrer que pour € = 1/3 ce voisinage ne contient pas de points de 
G différents de 4o (Utiliser le fait que l’ensemble des nombres complexes de la forme 
10x) LH), x € G, est un sous-groupe de T.) 


626. Montrer que G s’identifie à un sous-ensemble fermé dans le produit E T qui 


3E6G 
est compact pour la convergence en coordonnees (théorème de Tikhonov). 


627. Montrer que la distribution y’(x) appartient à l’espace de dimension un engendré 
par x(x). 

628. Faire un changement de variables dans l’intégrale définissant le produit de con- 
volution. 


629. Utiliser le résultat de l’exercice 628. 
630. Utiliser le résultat des exercices 629 et 595. 


631. A tout homomorphisme + : G — H est associé un homomorphisme $ : H > G 
agissant d’après la formule 


PU) Q) = x(p@X)), € À,xEG. 


632. Réponse : L est confondu avec l’espace dual L’. Pour le prouver, considérer les 


restrictions d’un caractère à des sous-espaces de dimension un dans Z et montrer que 7 est 
de la forme ;(x) = e®, où f € L’. 
633. a) Tout caractère 7 € Q » €st de la forme (x) = Pie ut À où 4€ Q». et {-}est 
une application de Q, dans Q,/Z, € Q/Z («la partie fractionnaire »). Réponse : Ô p = Q;. 
b) Tout caractère 7 € 2, est de la forme (x) = € 2e} où rest un nombre rationnel 
de la forme m/p" défini od LL Réponse : Z, æ Q,/Z,. 
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c) Les caractères du groupe Q,/Z, s’identifient aux caractères du groupe Q,, triviaux 


sur Z,. Réponse : (Q,/Z,)° = Z,. 
634. L’exactitude en G, signifie que P est un monomorphisme, c’est-à-dire que tout 


caractère non trivial de G, = G/G, définit un caractère non trivial de G. L'exactitude en G 
signifie que les caractères de G triviaux sur G, et eux seuls se représentent par D (y). Enfin, 


l’exactitude en Go signifie que tout caractère du groupe G, est la restriction d’un caractère 
du groupe G. Cette proposition se montre comme le théorème de Hahn-Banach par une 


récurrence transfinie. 

635. Utiliser le fait que le groupe (Q/2)° est isomorphe à la somme directe des grou- 
pes Q,/Z, étendue à tous les nombres premiers p (toute fraction m/n se représente de 
façon unique sous forme d’une somme de fractions dont les numérateurs sont les puis- 


sances de nombres premiers). Réponse : (Q/Z)° = [ 1Z ” 


? 
636. b) Se servir de la décomposition des nombres de l'intervalle [0, 1] en une fraction 
binaire infinie. 
637. La transformée de Fourier de f est invariante par la multiplication par la suite 
{e7rina}, 
638. Prouver cette proposition pour les fonctions en escalier. 
639. Soit y la fonction caractéristique de l’ensemble Z, € Q,. Tout élément de 


D(G) est une combinaison linéaire de la forme 
> Crx(arx + D»), où Cr € C, Gys by É Q,. 


Montrer que la fonction y est invariante par l'identification de Q ? €t Q, de l'exercice 633a) 
640. Se servir de l’équivalence des systèmes de semi-normes 


Pf) = sup |f®()] et pif) = | 1FP()] dr. 
tET T 


641. à) La matrice os a est définie positive si et seulement si f (0) = 0, 
f(x) = f(x) et FO) -1FCOÉ > 0. 


b) Se servir de la positivité de la matrice 


(0) fQ@) fx-)7) 
fC-2x) f(O) F(-») 
fO—-x) fO) f(0) 


c) Se servir de a) et b). 
642. a) La définition positive de la matrice À signifie que > 2,7; = Ô pour toutes 
Fj 


les collections {z,} € C7. 
b) Le produit par composantes de matrices définies positives est une matrice définie 


positive. (Pour le prouver utiliser le fait qu’une matrice définie positive est la somme de 
matrices définies positives de rang 1. 
c) Mettre l’expression D (op x p*) (xx — x;)z:7, sous la forme Î |f() EE dx où jf (>) = 
G 


_ 2 ZPO — x). 

643. La matrice À correspondant à l’ensemble de tous les éléments de G est une 
matrice de l’opérateur S(f). L’image de cet opérateur par la transformation de Fourier 
est un opérateur de multiplication par f. 

? dx). 


644. X ECuxs JA = [ PQ) D Zt(x) 
kj G k 


2. Séries de Fourier. 
645. a)c, =c,; bc, =-c-,; ce, = €, 
646. Réponse : / — k+1. Représenter j par la somme d’une fonction (k+ 1)-différen- 
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tiable et d’une combinaison linéaire de fonctions de base (pour 4 = 0, de fonctions de la 


forme |{—a|). 
647. Il suffit de traiter le cas £ = 0. La première proposition découle de l’inclusion 
CIT]C ZL,(T, dt) ; la seconde, de la convergence uniforme de la série de Fourier. 


648. Réponse : D n#|C,l? < co. 
rnEZ 
649. Utiliser la parité de f(t), l’égalité f’(r) = x cotg xt pour 0 = # = 1 et la relation 


sin 27nt C ;  _ 

ÉD 2 2. cos (2k—1)nt. Réponse : Co = —In 2 {pour calculer ce coefficient, 
1 1 1 

: . ; . JT Tilt 

se servir de la relation 7 — Jr sinzt dt = In2+ J In sin — dt+ J In cos —- di = 

0 0 0 
1 
— m2421] A TT Tal pour nr < 0. 


650. a) cys1 = 0,k€Z: 
b) pour À — ce. m € Z, c, = Osin = mmod &). 


651.0—Z +2 7+C,— 0, oùfest la multiplication par r, ple passage aux résidus 
modulo n. 


652. De telle sorte que f (+) = f(—1) = —-f(r) (voir exercice 645a) et 650 a)). 


Pour cela il faut poser 
f(A/2-t1) sur [1/4, 1/2], 
fG@)= À —-f(G-—-1/2) sur [1/2 3/4], 
—f{-? sur  [3/4, 1]. 


sin 27hn 
653. c {h) = c,- Shin POUR Æ 0 ; Cofh) = Co. 
654. Se servir des relations : _. = 20(t1— to) — 20(t3), _ = — 2Ô(t1 — te) + 20(t2). 
M ‘ Cnn,= 0 pour na + ñn,) < 0 et pour de =h,= 0; Co = i/an ; 


Corn — ,-n — — if TU. 
65$" a) {c,} est une suite à support borné. 


1 
b) c, = P(-) pour nr 0, où P est un polynôme. 


C) c, = (— 1» r(—) pour ñ < 0, où P est un polynôme. 
656. Pour démontrer la condition nécessaire déduire de la définition positive de 
JE C(T) que 
[ [SG 9 (5) p(N) ds dt = 0 pour toute fonction p € C(T). 
T T 


Appliquer cette inégalité à o(rf) = e?7**#*, Pour prouver la condition suffisante se servir 


du fait que f est la limite dans C(T) des moyennes de Césaro C, = - >. Sy, OÙ 5; = 
k=1 


k 
… D cje?ñiit, 
j=—k 
657. Voir indication de l’exercice 641. 
658. Considérer une fonctionnelle linéaire F sur l’espace des polynômes trigono- 
métriques prenant la valeur c, sur e**#!, Montrer que cette fonctionnelle est positive sur 


les polynômes de la forme P(rf) = |Q(r)|*, où © est aussi un polynôme et que tout poly- 
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nôme trigonométrique positif se représente sous cette forme. (Se rappeler du principe 
de symétrie qui dit que les racines d’un polynôme P(z) prenant des valeurs réelles sur le 


cercle |z| — 1 sont symétriques par rapport à ce cercle : si À est racine 2-1 le sera égale- 


ment.) En déduire que F se prolonge continûment à l’espace C(T) et par suite est une 
mesure L. 

659. 2 CTr DE JUPE le 

660. L'isomorphième cherché V envoie le vecteur U*£ € H dans la fonction e°! 
dans LT, 4). 

661. Si / est une fonction indéfiniment différentiable, alors S, = f et l’ensemble 
limite est confondu avec le graphe de f. Toute fonction f différentiable par morceaux se 
représente par la somme d’une fonction indéfiniment différentiable et d’une combinaison 
linéaire de fonctions modèles de la forme f'(f) = {t—a}, « € [0, 1[. L'étude d’une fonction 


2, sin 27kt 


de base se ramène à celle de la somme S, = ÿ , qui converge vers = 


1 TK 
pour tER/Z. On a 
a (En) = 2 y Î cos 2zkt dt — ( NOR, _ 

£=1 Sin 7f 
0 0 
En, (n+lre, . 
_ Î sin (2n+ 1) dt O(e,) = 1 J Mr eo) 
7it TT 


0 0 


| . : : 1 
Donc, l’ensemble limite contient, outre le graphe de la fonction f (t) = = {t}, le segment 


vertical : = 0 de longueur 24, où 


a 


A = sup | ne se SN LS 
0 


(Voir fig. S). 


Fig. S 


Réponse : l’ensemble limite contient le graphe de la fonction f et les segments verti- 
caux aux points r, de discontinuité de /. La longueur d’un segment est de 24 = 1,177 
fois plus grande que la valeur du saut de jf en f, et le milieu de ce segment est confondu 
Gr —0)+f (+0) 


avec le point (s 5 


] Ce fait s’appelle phénomène de Gibbs. 
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662. a) c, = 1 ; 

b) c, = i sgn n (voir indication de l’exercice 649). 

663. à) d(t) ; 
1 


LA ? ? . ? L] - e. Î 
b) traitée comme la dérivée distributionnelle de —-—— cotg ) : 


1 +cos 2xt ( 27 
TT 

c) 7 {—t}. 

664. Se servir du fait que les polynômes trigonométriques forment un ensemble dense 
dans €(T). 

665. c, = 0 pour tous les n € Z. 

666. Soient {c,} les coefficients de Fourier de la fonction caractéristique d’un ensemble 
XCT:a- (l e 2% gr, Si X = X +0, alors c; — Î e dit = feras) dt = 


X + 
= e77üka c,, Si « est irrationnel, l'égalité 6e 27%#%« “1! n’est possible que pour k& = 0. 
Donc, la fonction caractéristique de X est presque partout constante. 
667. Désignons par «{(t, x) la solution distributionnelle vérifiant les conditions initia- 
les «(0, x) = d(x). Montrer que la solution cherchée qui vérifie les conditions initiales 


u(0, x) = vx) est de la forme u(f, x) = (x — y) at, y) dy. 


Pour calculer «(s, x) mettons-la sous la forme d’une série de Fourier en x: 
aff, x) = Ÿÿ, cftje®"%. L’équation devient alors c(f) = —k?c;ff) avec les conditions 
REZ 


initiales (0) = 1. Donc, c;{f) = e 7“ 


. La fonction a(r,x) = Ÿ e7“*?### pour t fixe 


kEZ 
ne s'exprime pas par des fonctions élémentaires de x. Elle est reliée très simplement 
avec la fonction téta de Weierstrass 9(z, q9)= ÿ g"(—1)'e 7" : soit &« (1, x) = 


l n € Z 
— RES —4{ 
= o(x+ 7° e ] 
3. Intégrale de Fourier. 
_— n°2? 
668. a) f(À) — A/e o- 
2 = e . —7/aÙ] 2 
b) f() PTE ; 
: 1 . 
DD = x ? | 
aies) SIN m(b—a)4 
d) fG) = e RE 
—2riAz 
e) considérer l’intégrale de la fonction f(z) — _. = étendue à la frontière de la 


TT 
bande 0 < Imz <—. 


Réponse : f(À) = _ EX > 
la! ch — 
a 
C1 1 
DO = 3 


22 À 
D JO = + — 7: 
Sh 


300 TRANSFORMATION DE FOURIER ET ÉLÉMENTS D’ANALYSE [CH. 4 


h) pour 0 = a = b 


: b—-a 
r°a pour |A = 57 
n za(a—s) __ b+s 
FO) = D pour |A=-,1Is) < a, 
b+a 
0 pour || = 2 
669. a) Le changement de la fonction inconnue f(x) -> gtx) el transforme 
les équations données en le système _ = 0,1 = k = n d’où g(x) = const. 
k 
—a|le)|? : 
b) Prouver l'identité e *"-=e 2 a \" Jon , Où a€R”, a” — 
m EN 2 m\! 
= a... a, ml=m!...m,! (Utiliser les relations f, = e*WlF 9"e-271RiF) 


Vérifier que la série du second membre converge pour la topologie de S(R°*). Donc, le 
plus petit sous-espace fermé ZL € S(R’) contenant toutes les fonctions ff, m € Nr, 


contient également toutes les fonctions de la forme (x) = e”2le-elr fox — 0). En 
déduire que la fonction g,Xg appartient à L quelle que soit ® € S(R?). Il s’ensuit que 
la transformée de Fourier de l’espace L contient toutes les fonctions de la forme of, 
où pES(R’). Il contient en particulier l’espace D(R’) dense dans S(R”). 

C) NMifn = Mfne (Utiliser les relations : AË/f,, = = În+e A}fn = Ci, mfm- 6 où 
e, sont des vecteurs de base dans N°. Pour calculer les constantes c, se servir de la 
relation 4,47 —AFA, = 4n.) 


d) À toute fonction fE S(R’) est associée une suite €, — | FO) fn f(x) dx = 


(/ În)z,R. Majorer les valeurs des semi-normes définissant la ee de SR’) sur 
ue. , __ Ax+AË _ Ax—AË 
les vecteurs /,, à l’aide de la relation do D 
e) fn = i"lf,. (Se servir de la relation FA*F-1 = F(iD,)+M,)F "1 = iAÿ — 
= iM,-— D.) 
670. Montrer que si f € S(R*) et f'(a) = 0, a € R”, il existe alors des fonctions 


Pr ES(R),1=<k<n, telles que f(x) — y (xx — a) D: x). fr exemple, (x) = 
É=1 


jf E (a+7(x— a)) «) 


671. Voir exercice 670 et la démonstration du théorème pour n = 1 dans la partie 
« Théorie ». 

672. Première méthode : généraliser les raisonnements cités dans la partie correspon- 
dante de la « Théorie ». Deuxième méthode : se servir du résultat de l’exercice 669d) et 


de e). 
673. L'opérateur cherché envoie g(x, y) dans g(— y, x)e*7%. (Se servir de la formule 
de sommation de Poisson.) 


J eztila 


5; Sgn (ma) pour sen À = sen (Im), 


674. a) f(À) = 
0 pour  sgn À = —sgn (Im «), 
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: zlal pour |À| — a/2x, 
b) (2) = : 
0 pour |À| = a/2x, 
“LE our ba = } = ab 
. > 27 "T2 ? 
C V) — 
RES our RS D 
7, “Per 27 5x ? 


pour0=a= b. 
d) fQ) = ie” *7l#l sen 1, 
e) f(À) = 2ln cotg 7°/2a (voir l'exercice 668g)). 


675. a) f'est paire, b) f'est impaire, 

c) f(—1) = f(), d) f'est réelle. 

676. f(à) = | det 417! (47712) 627247 

677. Se servir de la relation / = lim x, où {y.} est une -suite dans 2(R’) 
(la limite est une limite en norme sur l’espace L,(R, dx)). Vérifier que dans les conditions 
de l’exercice, la fonction f(2) est sommable (utiliser l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
et le fait que (1+114112:/° € L.(R’, dÀ) pour s — n/2). 

678. Montrer que pour s — n/2 l’espace L.(R”, (1+11A1|?)° dÀ) est contenu dans 
LR’, d?). (Utiliser l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski pour les fonctions j (2) 
G+1121/2et (+114? et le fait que (1+1121?)-2€ L.(R?, dÀ) pour s — n/2.) 

679. Passer à la transformée de Fourier. 

680. Passer à la transformée de Fourier. 

681. Utiliser les résultats des exercices 678 et 679 ainsi que la règle de différentiation 
d’une convolée. 

682. Se servir du développement de 1/P(x) en fractions irréductibles de la forme 


1 
G=a =b" C) 2m — 2. 


683. Représenter / par une somme de fractions irréductibles. 
684. a) Non. 

b) Oui (passer à la transformée de Fourier). 

685. Considérer la fonctionnelle F sur S(R) définie par 


(F,p) = [ FQ) BU) di. 
R 


Montrer que F n’est pas négative sur des y négatives. (Utiliser le fait que si o € S(R) 
etp = 0, alors y = y°, où y € S(R). En déduire que €F, o) = (l p du, où u est une mesure 
R 


sur KR. 
686. Voir indication de l’exercice 641. 
687. Voir indication de l’exdrcice 641. 
. 688. Soient FE D(R), supp f € [—-b, bletg = F(f). Alors (2xid}f 82) = F(S®), 
’où 


b 
g() | AIÉ = | (27) 7 (l ef (x) dx | < (27) 7" sup f(x)e27? ImÂ 
—b 2 


Donc, g possède les propriétés requises avec les constantes a = 27b et c; = 
= (27) -À sup | f(x)|. Inversement, si g vérifie les majorations |g(À)|-1A[F = céelmat, 
z 


alors £ € L.(R, d) et on peut définir la fonction continue f — F£. A partir des mêmes 
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majorations on déduit que f est indéfiniment différentiable. Enfin, si !x] = a/2x, alors 


HORS nn | [etre gqu + i sgn x) du | < 
ie R+itegn z | R 
—2nt}z|+ta, CoTC2 _ —t(27z—a) 
<= 1 ré du = 7(Co+ Code s 


Cette quantité tend vers 0 pour f — . Donc supp f € EE ; sl 


689. a) Soient a€ R', bER ; posons g(a, b) = Î Ô(ax — b) f(x) dx. Montrer que 
R2 
[p@+bje-?% db = f(a), g{a+b) = lal71 [ SG du), 
R L 


où L est l’hyperplan ax = b, |a| = V/a?+ ... +a. Si la dernière intégrale est nulle 
pour tous les Z, alors (a, b) = 0 pour a 0, et, par suite, f = 0. 
b) Calculons jf (0). D’après la formule d’inversion 


fO) = ff@da= | ( Î gta, bje-?rit ab) da. 
R° R 


KR: 


En utilisant la relation g(r, a, tb) = |Tt|” (a, b) qui découle de la définition de y(a, b} 
et de l’identité ô(rx) = ]7t171 Ô(x), on obtient 


fO) = | ( Îgtra, be 27 ab)" 4) do(x) = 
st \o R 
= [{f [ gG, pe-=# | dr | do(o), 
s2 \o \R 
oùr = Ja, a = I € S=, da(a) est l’élément de surface de la sphère, B = r71b. Si l’on 


OO 


désigne (47)! J q(&, B) dote) par y(B) la dernière expression sera égale à 47 J ÿ(Dr? dr = 


S2 


1 re — nr 
= #70). Géométriquement, la quantité y(B) est la valeur moyenne des intégrales de 


f étendues à des plans se trouvant à une distance B de l’origine des coordonnées. Donc, 
pour déterminer la fonction / en un point x il faut connaître ses intégrales qui sont étendues 
aux plans coupant un voisinage aussi petit que l’on veut de x. Il se trouve que cette pro- 
priété est valable dans tous les espaces de dimension impaire. 

690. Supposons que la droite donnée /'est l’axe des x de R°. L’équation paramétrique 
d’une droite coupant en (f, 0, 0) est : x = £+as, y = Ps, z = ys. Posons ga, B, :r, 1) — 
= (l f(t+as, Bs, ys) ds. La fonction y est homogène de degré —1I en les trois 

R 


premières variables : 
got, Br, pr, t) = IT| (a, B, y, ?). 


On traitera g comme une distribution régulière. Soit @(À, u, v, t) sa transformée de Fou- 
rier. On vérifie (voir exercice 699) que o est régulière en dehors de la droite À = y = 
= y = 0 dans R‘ et qu’elle est homogène de degré —2 en les trois premières variables. 
On a l’identité suivante 


GC, ue, v, T7) = fr, ur, pTÀ-0) |rAT2], 
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(Pour la vérifier appliquer ses deux membres à la fonction de base ÿ € S(R°) et se servir 
de la définition de y et de l’identité (5, y) = (o, y.)) Donc f peut être exprimée en fonction 
de D: f(a, b, c) = ÿ(a, b, c, a)|a|. D'où 


ds dt 
SC, y, 2) = > [| px —s, y, 2, t) 6-7 » 
où l'intégrale doit être comprise comme la valeur de la distribution |a| sur la fonction: 
de base y(a) = | Î p(x—s, y, z, Je —0 ds dt (comparer avec l’exercice 691f). 


4. Transformation de Fourier des distributions. 


691. a) (A) = 0) ; b) FU) = Gil} ; 
—2nila 
9 F0 = a : d) f(À) = 
LÉVE gun. LL, Gk+D! 
DfD= (5) #0: D/0=2mr : 


2k)! 
DO = ET - 


692. Se servir du fait que cos ax? = lim cos ax°-e .. Réponse : f(À) — 


eu 0 
a n?À? . 7°}? 
= VE (cos Sin ) 
693. a) f (À) = —xi sgn À ; (comparer avec l'exercice 691d)) ; 
b) f() = — 2ri0(À). 


694. f (x) — p# x À), où P est un polynôme de degré < n. 
695. a) f(x) = P pd Ô(x), où P est un polynôme de degré n—Kk ; 


b) f(x) = P() Ô(x) + O(x) 0(x) + R(x), où P est un polynôme de degré <= n—Kk, 
Q et R, de degré = K. 

696. + (2) = FT ie 

697. Utiliser le fait que j'’’’(x) = 4[0(x — a) — d(x+a)]+4 |a| [0 (x — a) + Ô’(x + a)]. 


Re Ce 2na} cos 27a? — sin 2ral 


HA sen a. 
698. a) f (2) = > TD (1-T a); 
ee 2 en 5); 
HO= TE us 


699. Utiliser l’exercice 676. Réponse : (— 1 — À, €). 
700. Réponse : 


PES —iT(x+1) 
(2zi+0)-%-1= |27À| «71 Luce” +O(— 7e | 


701. Réponse : F()= Ÿ (D (A —D). 
LEZ 
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702. a) Utiliser l’identité 
x+R 


| fOd=fœ+R rt. 


b) La fonction e‘* sera quasipériodique de période R si À€R* est tel que 

Î e‘%z dx = 0. Cette condition revient à dire que le nombre R||1|| est solution de 
IzÎl= 2 

l'équation Z,:(x) = 0, où Z,, est une fonction de Bessel (voir exercice 710). On sait que 

cette équation possède un nombre dénombrable de racines sur [0, [, justiciables de la 


n—]i 
formule asymptotique x,,, = (m+ É pour m —+ , Si nest impair la fonction 1, 


4 
s'exprime par des fonctions élémentaires. En particulier, pour x = 3 on a Z,;.(x) — 


2 fsin x ; ; 
= \/ =. ( 7 cos x), de sorte que l’équation pour 4 devient alors 


RAI = t8(R-I1 AI). 


c) Oui ; voir indication de b). 
= s ?, —1 s ; un 

703. Réponse : f(2) = (det 4)74/2 677497" 44) où l'argument det À tel que B(2) 

soit continue est choisi sur le chemin reliant linéairement À à la matrice unité. 
2 _ 2 _ —1 + e 

704. Réponse : fA = (det 4) 870-424 Où s est la signature de la 
matrice (c’est-à-dire la différence entre les valeurs propres positives et négatives). 

705. La constante R est reliée aux dimensions du support, la constante N, à l’ordre de 
l’image. (Comparer avec le théorème de Paly-Wiener dans l’exercice 688.) 

706. Transcrire l’équation en termes de transformées de Fourier. 


707. Réponse : f(x) = ne ten, 
t 


708. Vérifier ces relations dans l’espace S(R’). 


AE LMP A 
709. Réponses : a) À cthza; D) ro: C) 35° 
27 à 
710. a) f(2) = GR)YE Zy2-1Q2TAR) ; 
Se à 2 | 
b) f (4) = Z,p(274R), où I,(x) est la fonction de Bessel définie par les repré- 
sentations ES 
[2 7/2 
I,(x) = l cos 2n0 cos (sin 0) dû = a | os (x cos 0) cos” Ü dû 
DE DO D ed U  n 
0 0 


ou le développement en série : Z,(x) = 2 Hem (en 6 V 
711. k(r) = (2 sin 27r)/r. 
712. Se servir de l'identité de A SE sure 499). 

1 4 d - _ ini, | 2! 
713. F\p a) = F| - > 7 D- F| = SP[P= | —. 


CHAPITRE 5 


THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS 


$ 1. Calcul fonctionnel 


1. Fonctions opératorielles dans un espace de dimension finie. 

714. Utiliser l'identité de Cayley : P,(4) = 0, où P, est le polynôme caractéristi- 
que de la matrice À. 

715. b = c) = a) est évidente. Pour déduire b) de a), considérons pour chaque 
vecteur £ l'idéal 7: dans l’anneau des polynômes d’une variable, défini par 1: — 
= {P: P(A}é = 0}. 

Comme tout idéal dans un anneau de polynômes d’une seule variable, l’idéal 7: est 
principal, c’est-à-dire qu’il est engendré par un seul polynôme P£. Vu que P, © 1e, Ps est 
diviseur de P,. Soient P,, ...,P, tous les diviseurs distincts de P, de degré < net de 
coefficient supérieur 1. Supposons que Z,; = ker P,(4). De à) il s’ensuit que Z, = L. 

k 


Mais alors | J L; # L. Il existe donc un vecteur & € L qui n’est annulé par aucun opéra- 
i=1l 
teur P,(4), donc par aucun opérateur P(4), deg P = n. Ceci entraîne b). 

716. Utiliser la formule du déterminant de Vandermonde. 

717. Suivre le schéma a) = b) = c) = a). 

718. La condition exprimant la non-régularité de À peut être écrite par un système 
d'équations algébriques en les coefficients matriciels de À (exprimant l'indépendance 
linéaire de 1, 4, ..., 471), 

719. a) Soit & un vecteur cyclique pour À. Représenter À dans la base &, AË, ..., Aë. 

b) Le premier vecteur de base e, est cyclique pour À. 

c) Les coefficients {a;} sont définis de façon unique par le polynôme caractéristique 
de la matrice A. 

720. Les coefficients du polynôme P(x) = x'+a;x*-!+ ... +a, s'expriment en 
fonction des sommes 5, = JE X k= 1,2,...,n, des puissances de ses racines. Plus 

i=1 


‘ 


&—1 
exactement on a les formules de Newton : ka, = — > G;Sz_;, OÙ Go = 1) Pour P=P, 
i=0 
on à 54 = tr AÀF. 
721. c) Réponse : 
HOMO fe 1(Q) 
JO RE mr (n— à)! 
KO) fa 2(à) 
FAYE 70 1! "" (n—2)! 
() 0 


0 0 0 fQ 
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722. Si A = A,DU:, e — e;Dez étant l’unité de A, alors les éléments e,®0 et 
0e, sont non triviaux et idempotents. Inversement, si e est idempotent dans À et diffé- 
rent de O et de 1, alors À = À,+,, où À, = ele, A, = (1 —-e) A(1 —-e). 

723. a) L’équation 4? — À ne possède sur C que les solutions triviales 0 et 1. 

b) Montrer que le générateur x est solution de l’équation (x —À:1}" = 0, où 4€ C 
et n = dim À. 

724. Raisonner par l’absurde et considérer l’algèbre de plus petite dimension indé- 
composable en somme de primaires. 


a 
725. Soit À = inf a,/n. Alors pour tout € = 0 il existe 7, tel que _ < ATe. 
€ 
a : ay Ka, +a, 
Mettons un N arbitraire sous la forme N = k-n,+/7, où0 = / < n,. Alors N < Een . 
ne 

-k tend vers avec N. D’où la proposition de l’exercice. S 

726. Utiliser l’exercice 714. 

727. Utiliser l’exercice 723b). 

728. Pour les opérateurs réguliers. 

729. Utiliser les exercices 718 et 720. 

739. Montrer que presque tout couple de matrices (4, B) se réduit à la forme 


œ 0 
= ( #8-( 3) 
0 B 1 Ô 
731. La codimension de l’orbite de l’action du groupe PGL(n) est égale dans ce cas à 
2 —(n—1) = n° +1. ; 
el, À 


3.1 } où 1, est la matrice unité d’ordre 
‘in 


732. Toutes les matrices de la forme ( 


n, permutables deux à deux. 

733. Représenter À sous la forme À:11N, où N* = O et vérifier cette égalité pour 
FSD= À k=0,1,...,n—1. 

734. Vérifier que f (4) s’exprime linéairement en fonction des valeurs de jf aux points 
À, ..., À, et trouver les coefficients (matriciels) correspondants. 

735. Vérifier que f (4) s’exprime linéairement en fonction de fÉ(1,), a= j<=m;:-—1. 
Réponse : B;; = P;:(4), où P;,(x) est un polynôme de degré n— 1 tel que : 

1) Pi (a) = 0 pour tous les couples (s, £), 0 = s <= m,—1, hormis le couple (7, k) ; 

2) P# (4)= 1. 

736. Les points extrêmes de KX sont des opérateurs positifs de rang 1, c’est-à-dire des 
orthoprojecteurs sur les sous-espaces de dimension un de XÆ. 

2. Fonctions d’opérateur auto-adjoint borné. 

737. L'ensemble o(4) est confondu avec l’ensemble des valeurs de la fonction a(x). 

738. Le spectre de À est l’ensemble des valeurs essentielles de la fonction a(x), c’est-à- 
dire des valeurs À € C telles que pour tout voisinage U de 1 l’ensemble 


Ey = {xEX: a(x)EU) 

soit de mesure positive. 

739. Passer au transformé de Fourier. Réponse : l’ensemble des valeurs de la trans- 
formée de Fourier de la fonction f. 

740. Passer à la transformée de Fourier. Réponse : l’ensemble des coefficients de 
Fourier de la fonction f. 

741. Montrer que les spectres de U et de U71 sont situés sur le cercle unité. 

742. Vérifier l’isométrie de l’application (4+A1)£ ++ (4+11)£ et la densité de 
im (4 + 1). 

743. Soit U = (A4 +i1) (4 —;i1)"!. Alors 


(A*+i1) 1 (A4%— 51) = U* = UT = (4A—i1) (A +il) 1, 


d’où 
(A4*—i1) (A+ i1) = (A*+i1)(A—il) et À = A*. 
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744, Utiliser le fait que U+1 et (U_—1)7! commutent. 
745. Utiliser la formule 


AG) = f D SO de 


et montrer que || 4”|| Réponse : o(4) = 0. 


1 
EE ———— \, 
(n—1)! 
746. Se servir de la formule R3(4) = — ÿ 1-1-FAË. Réponse : RA(4) f(x) = 
É=0 


= YO) [47 ED f(r) dt. 


747. Se servir de l’exercice 556. 

748. Montrer que tout polynôme positif sur l'intervalle [a, b] se représente par des 
sommes de termes de la forme Q'{(x), (x — a) Q(x), (b — x) Of(x), où Q, sont des polynômes 
de coefficients réels. Indication : 


(b—x)(x— a) = (b—x) (=) +a- a) =) ; 


749. Se servir du résultat de l'exercice 748. 
750. Utiliser la formule e4 — DR 0 : 


751. Voir indication de l'exercice Fe . 

752. Montrer que U(f) est une fonction différentiable (voir méthode de lissage dans 
la démonstration du théorème de Stone). Déduire ensuite l’équation différentielle de 
l’exercice 751 et montrer qu’elle admet une solution unique vérifiant la condition initiale 
U(0) = 1. 

753. À = RU, où R est l’opérateur de multiplication par la fonction |a(x)|, U l’opé- 
rateur de multiplication par la fonction sgn (a(x)). 

754. L'opérateur de translation unilatérale T est tel que T*T = 1, TT* = P, où P 
est un orthoprojecteur sur l’orthocomplément du premier vecteur de base. Réponse ; 
T = PT. 

755. a) À = BRB7'BUB"! est la décomposition polaire de À. 

b) Non. Traiter le cas où À et B sont des opérateurs de translation unilatérale comme 
dans l'exercice 754. 

756. Supposons que B = 1. Alors À est inversible et 47! << 1 comme le montrent les 
relations (471x, x) = (471/?x, AUX) < (x, x). Le cas général s’obtient par passage 
au spectre de B-1/*ABT1?, 

757. Réduire T à une multiplication par une fonction. 

758. Se servir du fait que la suite (P,P;, P,)" est monotone. 

759. Vérification immédiate. 


3. Opérateurs auto-adjoints non bornés. 

760. Prouver l’équivalence des relations : 

1) 0x € (lit, 

2) x L S4. 

761. Utiliser la permutabilité des opérateurs 7 et L ainsi que le résultat de l’exer- 
cice 551. 

762. a) A* = —d/dx, D ,, est le domaine naturel de définition ; 

b) D,.= {fE L(R, dx), f'E L,(R, dx) @ Cô(x)} ; 

c) A* = — À. 

763. a) A* — — d/dx avec un domaine naturel de définition ; 

b) À* = — d/dx, D ,, se déduit du domaine naturel de définition par imposition de la 
condition supplémentaire f (0) = 0. 

764. Se servir des égalités (4)* — A* et (4*)* — À (exercice 761). 


20* 
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765. a) N’est pas symétrique ; 
b) est essentiellement auto-adjoint ; 
c) est symétrique mais pas essentiellement auto-adjoint. 


766. a) A* — _- , D, Se déduit du domaine naturel de définition par imposition 
de la SES supplémentaire f (1) = À f(0). 

b) jAI = 1. 

767. Réponse : oui dans les trois cas. 

768. Montrer que l’image de la boule unité par l’application À est faiblement bornée. 

769. a) Vérifier l’égalité |}(4 —i1)x]| = |1(4+351)x||. 

b) Si x € ker (U—1)et x = (4 —i1)y, alors x = (4+i1)y, d'où r = 0. 

770. Vérifier la relation (tr 4)1 = li. 

771. Passez à la transformée de Fourier. Réponse 


A7 En. Kid l D CR) 
ka] 


772. a) Oui ; b) Oui. Vérifier que im (4 +1) contient toutes les suites à support borné. 

773. Oui. Par exemple l’espace (R) et l’espace des fonctions en escalier. 

774. Pour prouver la condition suffisante, se servir de l'inégalité de l’exercice 556b) et 
montrer que (1+ 4)! se prolonge de im(4+1) à H tout entier et a une norme = I. 

775. Considérer les projections du vecteur x@0€ H@H sur l”, et 15 = 7(1,.). 
Montrer que (1+4*4)"1 est un opérateur auto-adjoint borné (voir exercice 798). 

776. Se servir du critère d’hermicité essentielle ou du théorème de Stone. 

777. Montrer que (4 — À1)"! est borné pour les À non réels (le changement 4 +-- 
> a A + B1, «, BE R, ramène le cas général au cas À = à). 

778. b) Cette relation est fausse. Il est possible que ker 4 — 0, mais D ,. = {0}. 
A cet effet il suffit de prendre pour 1”, tout sous-espace dense dans H @H et ayant une 
intersection vide avec 4 &0 et avec 0@XH. 

779. Si À € A, alors A € A*, ces deux inclusions étant simultanément strictes ou 
non strictes. 

780. Vérifier l’égalité ||(4 +51)x|} = ||(4—il)x||. 

781. Montrer que les graphes des opérateurs À et U de l’exercice 780 se déduisent 
lun de l’autre par des applications linéaires inverses l’une de l’autre de l’espace H&H. 

782. À chaque extension symétrique de l’opérateur À correspond une extension iso- 
métrique de l’opérateur U de l’exercice 780. À un opérateur auto-adjoint correspond une 
extension unitaire. 


$ 2. Décomposition spectrale des opérateurs 


1. Réduction d’un opérateur à la multiplication par une fonction. 
783. Considérer un espace X formé d’un nombre fini de points. 
784, a) et b). 
785. a) Soit f un vecteur quelconque de AH. Posons g(x) = f(—x)-sgn x. Montrer 
que le vecteur £ est orthogonal au sous-espace cyclique engendré par j. 
b) Les sous-espaces des fonctions paires et des fonctions impaires sont cycliques. 
N 


786. Supposons par absurde que >. CA? = Oet cy 0. Alors l’enveloppe linéaire 
k=0 


LA A Q LA + N—1 
des opérateurs {4“};_, serait confondue avec celle des opérateurs {4"};..,. Donc, pour 


tout vecteur é € H l’espace engendré par les vecteurs {4*£};_, serait de dimension = N. 
Donc, l’opérateur À ne peut pas posséder de vecteur cyclique. 

787. Utiliser le fait que carré et intervalle fermé borné sont isomorphes comme espaces 
mesurés. 

788. Tout opérateur de Z.([a, b], 4) commutant avec la multiplication par x est un 
opérateur de multiplication par une fonction de x. 
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789. Utiliser le théorème de réduction d’un opérateur À à la multiplication par une 
fonction a(x) dans l’espace Z,(X, u). Montrer que l’ensemble des x € X'tels que a(x) 4 o(4) 


est de mesure nulle. Donc, pour presque tous les x € X on a |f(a(x))| = sup j). 
tE (4) 


790. Seulement a). Dans b), la multiplicité est égale à 2 (voir exercice 785), dans c), 
elle est infinie (c’est-à-dire qu’il est impossible de décomposer H en une somme d’un 
nombre fini de sous-espaces cycliques). 

791. Passer aux transformées de Fourier. La condition d’hermicité est : S(f) : f(À) 
est une fonction réelle (ou f(x) == f(— F(— 2). 

792. Non, puisque fQ) — 0 pour À — co. 


193. a) f(8) = (8) : l 

b) | f(x)1 = 1 (ce qui n’est possible que si le groupe G est compact et G discret) : 

c) G doit être compact. 

794, Utiliser l’exercice 573b). 

795. Passer à la transformée de Fourier. Réponse : o(4) = [—4 ; 0]. 

796. Effectuer une transformation de Fourier. 

797. Se servir de la relation 7(1”,}+ = 1”,. qui est valable pour tout opérateur 4 et 
est équivalente à la définition de A*. 

798. a) Par définition de la projection on a 


xl = ylf+|A4pl?+1142/8+1zIR, 


d'où ||B|| = 1, [CII <1 


b) L'égalité x®0 = (y@4y)+(-—Az@z) entraîne x = y—Az, z=-—Ay. En se 
rappelant que y = Bx, z = Cx, on obtient x = Bx— ACx, Cx = — ABx ou 1 = B— AC, 
B. 


— — 


D'où 1 = B+A°B, c'est-à-dire que (1 + 4°)B = 1. 
799. a)e4 : f(x) — f(x + a) (opérateur de translation), 


b}) En f(x) — JC a) JE 0) (opérateur aux différences finies), 
À me: SO) + Je #-21f 6) dy, a > 0. 
: (x — y)? 
800. e"Ÿ: f(x) —— le *  f()dy. 
— 
Ad'àr 
801. 4, = < 


h Ê 
802. Montrer que À est un opérateur de convolution sur le groupe des nombres 
positifs muni de la multiplication. Effectuer le changement 


x=e, py=e, f(x) = e7tlp(r). 


1 TT 
2 ch 5) ” ch2x°À ? an LE 


Réponse : l’opérateur de multiplication par 


(voir indication de l’exercice 668f). 

803. La transformation de Fourier envoie À dans l’opérateur de multiplication par la 
fonction a(?, u) = 1(270R), où 0 = V/}2+u° et I,(z) est une fonction de Bessel (voir 
exercice 710). 

804. L’image de À par la transformation de Fourier est un opérateur de muitiplica- 
tion par la fonction 


: sin 270R 
a(7., U, v) = Re , 
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où 0 = VA ++ or, 
sos. 6): pt ON OHDH-D à 


LUE ER ETES gt + 0) = OH NID ne 
AOL Te DEP 


2. Théorème spectral. 


806. a) Soit w(f) le module de continuité de la fonction f (c’est-à-dire que 
LFfG)-fO)1 = w(Ix—7y1)). Prouver la majoration 


[SCA T, SAT, n)l| < w(Ô(T)). 


b) Utiliser le fait que la somme intégrale S(/, T, &) est confondue avec l’intégrale de 
Lebesgue de la fonction en escalier 


fre) D 2 F(É) AUS +10 
807. Pour prouver les propriétés a), c) et d), se servir de la relation 


(! SG) dx}, 1) = ff du, 


pour tous les &, n€ H. Vérifier l’égalité b) pour les fonctions caractéristiques d’abord 
et utiliser a) ensuite. Pour prouver e), se servir de b} et de l’exercice 563. 
808. a) Se servir de la relation 


X\(Ei UE3) = (X\E) NCX\E:). 


b) Traitons d’abord le cas où EME, = @. Supposons que À(E,) = «, À(E,) = . 
Comme «, B et «+8 sont des orthoprojecteurs on a &° = «, B° = B, («+8)? = «+B. 
D'où «t+/B« = 0. En multipliant cette égalité par « à gauche, à droite et des deux côtés, 
on obtient : «B+aba = 0, aBa+Ba = 0, 24Ba = 0. E’où a«B = Bx = 0. Pour prouver 2) 
dans le cas général, on se servira des relations 

E; = (EiNE)U(E;\E:), Es = (EME) U(E:\E). 
D'où 
ÂCE:) CE) = [CE NE) + 1(E;\ E2)] [AXE NE 2) + À(E2\ En). 
La dernière expression est égale à À(E,11E2) en vertu de ce qui a été démontré. 

809. Oui. Se servir d’une application de FH, dans A7, respectant la mesure (voir exer- 
cice 102a)). 

810. Oui. Utiliser le fait que la correspondance & —+ us (E) définit sur Æ une semi- 
norme vérifiant l’identité du parallélogramme. 

811. Appliquer la proposition de l’exercice précédent à la mesure 4 représentant la 
fonctionnelle f —+ (q( fé, £). 

pes a) Résulte de la permutabilité de À(E) et de À, qui découle, elle, de la construction 
de À. 

b), c). Considérer la réalisation dans laquelle À est un opérateur de multiplication 
par une fonction (comparer avec l’exercice 738). 

813. Résulte de 812 c) (et se démontre de façon analogue). 

814. Si (4—a-1)7! existe, alors [| Aë—-@é|| = [[(4A—a-1)-!|| ||. Si à est un 
point du spectre, utiliser le résultat de l’exercice 813. 

815. Utiliser le fait que tout système orthonormal converge faiblement vers 0. 

b 
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S’assurer par un calcul direct moyennant le changement de variables À — (1—r)/e que 
0 si t4l[a, b], 
I) = £ 1/2 si t=a ou 1=b, 
1 si 1€ ]a, b[. 
817. Première méthode : mettre U sous la forme Re U+15 Im U. Deuxième méthode : 


utiliser les résultats des exercices 769 et 770. 
818. Utiliser le résultat de l’exercice 817 et la relation 


LS 1 pour #1=0 
Ses dE erint 5 tET = R/Z 
N x O0 pou t1#0 


pour Nc, 

819. à) Pour prouver la multiplicativité se servir de l'identité de Hilbert R}(A)-R, (A) = 
__R3(4) —R,{(A) 
D ET F 
contour C” parcouru par la variable dans l’intégrale 


_ J J F1) 2 (4) R1(A) R, (4) di du. 
C © 


et supposer que le contour C parcouru par la variable À contient le 


4: 


b) Utiliser le fait que l’intégrale est la limite de sommes intégrales de Riemann et 
que les sommes intégrales numériques correspondantes convergent vers l’intégrale 


i (FO D 
al D 
C 


820. Voir indications des exercices 306 et 787. 
821. Considérer d’abord le cas d’un sous-espace cyclique. 
822. Réponse : À(E) = S(f£), où jf, est la transformée de Fourier de la fonction 


caractéristique de l’ensemble 5x *E et S(f), l'opérateur de convolution de f. 


823. Réponse : À(E) = S(f,), où jf, est la transformée de Fourier de la fonction 
1 si —4r}cE, 
gsQ) = à o 
O0 si —4r}éE. 
824. Réponse : À(E) = S(/,), où j, est la transformée de Fourier de la fonction 
1] si —47 (À +WÔ)EE, 
gz(, u) = 


O si —4r{(l+u)éE. 
825. Réponse : 4 = —-id/dx. 
826. Utiliser le théorème de Stone et la réalisation de U(#) sous forme d’un opérateur 
de multiplication par e?7#* dans la somme directe d’espaces de la forme L.(R, u). 
827. Oui. Utiliser l’exercice 817. 


828. Vérifier que la fonction f(x) — e7*l? est fonction propre de l’opérateur À et 
que l’opérateur 


d 
Bb = RL 


envoie la fonction propre de À associée à la valeur propre À dans la fonction propre associée 
à la valeur propre +2. Réponse : 


A = Ÿ Ck+DP, 
k=0 


où P, est un projecteur sur le sous-espace engendré par la fonction /, — B“f,. 


part 


mt © \O O0 J Où Un À ES ND 


dt pd Ve pet 
BR CG KO 


= 
au 
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NOTATIONS 


Les trois chiffres qui suivent chaque symbole renvoient respectivement au chapitre, 
paragraphe et numéro de la partie « Théorie » où ce symbole est expliqué. 

NN, ensemble des entiers naturels ; 

Z, ensemble des entiers relatifs ; 

Q, ensemble des nombres rationnels ; 

R, ensemble des nombres réels: 

C, ensemble des nombres complexes. 


Espaces 


A*(D), 3.4.1 espace des fonctions analytiques sur le disque D ; 

B(X), 3.3.2 espace des fonctions bornées sur l’ensemble X ; 

C(A), 3.1.4 espace des fonctions continues sur l’ensemble X ; 

C'(9) (resp. C'(@)), 3.3.3 espace des fonctions r fois continûment différentiables 


dans © (resp. continûment prolongeables à 9) : 

D(Q) = CE(Q), 3.3.3 espace des fonctions indéfiniment différentiables à support 
borné sur 9 ; 

D'(Q), 3.3.4 espace des distributions ; 

(A) = C(Q), 3.3.3 espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 2. 

&’(Q), 3.3.4 espace des distributions à support compact ; 

(F(Ly Le), 3.2.3 espace des opérateurs de Fredholm de l’e.v.t. L, dans l’e.v.t. L, ; 

H*, 3.4.2 espace antidual ; 

H,6H;, 3.4.1 somme directe d'espaces vectoriels ; 

H,@6H:;, 3.1.4 produit tensoriel d'espaces vectoriels ; 

R(L;, Le), 3.2.2 espace des opérateurs compacts de l’e.v.t. L, dans l’e.v.t. L, ; 

L(L;, L:), 3.1.2 espace des applications linéaires continues de l’e.v.t. L, dans l’e.v.t. 
L, ; End L = L(L:,, Li). 

L’, 3.1.2 espace antidual de LZ ; 

L,(X, u), 3.3.1 espace des fonctions sur X de puissance p-ième sommable ; 

LUX, LH), 3.3.1 espace des fonctions essentiellement bornées sur X ; 

(1, À), 3.1.4 espace de dimension # sur un corps K, muni de la norme ||x||, ; 
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Z(K), 3.1.4 espace des suites sur un corps X, muni de la norme ||x||, : 

P(Z), 4.2.2 espace des suites lentement croissantes ; 

PÉ(R®), 4.1.2 sous-espace de Z(R!") des fonctions ne croissant pas plus vite qu’un 
polynôme ; 

S(R®), 3.3.3 espace des fonctions indéfiniment différentiables et rapidement décrois- 
santes à l'infini ; 

S’(R®), 3.3.4 espace des distributions à croissance modérée ; 

V[a, b], 2.1.3 espace des fonctions à variation bornée sur l’intervalle [a, b]. 


Convergences 


A, = À, À = u-lim 4,, 3.2.1 convergence uniforme des opérateurs : 
A, > À, A = 5s-lim 4,, 3.2.1 convergence forte des opérateurs ; 

A, — À, À = w-lim 4,, 3.2.1 convergence faible des opérateurs : 

fx =, 2.2.2 convergence uniforme des fonctions ; 


fa > f, 2.2.2 convergence presque partout de fonctions ; 
fx = f, 2.2.2 convergence des fonctions pour la mesure w. 


Opérateurs 


A’, 3.1.2 opérateur adjoint de À ; 

A*, 3.4.2 opérateur adjoint hermitien de À : 

A > 0, 3.4.2 opérateur positif À ; 

A1®4», 3.2.3 somme directe des opérateurs 4, et 4; ; 
B > À, 5.1.3 B est l'extension de À ; 

coker À, 3.2.3 conoyau de À ; 

D ,, 3.2.3 domaine de définition de l’opérateur À ; 

0, 3.3.3 opérateur de dérivation partielle ; 

(4), 3.2.3 indice de l’opérateur À ; 

im À, 3.2.3 image de l'opérateur À ; 

ker À, 3.2.3 noyau de l'opérateur À ; 

M(f), 3.3.5 opérateur de multiplication par une fonction / ; 
r(A), 5.1.2 rayon spectral de l’opérateur À ; 

r;:(4), 5.1.1 résolvante de l’opérateur À ; 

rang À, 3.2.3 rang de l’opérateur À ; 

S(f ), 4.1.1 opérateur de convolution de la fonction / : 
T(a), 4.1.1 opérateur de translation de a ; 

0(4), 5.1.2 ensemble résolvant de l’opérateur À ; 

(À), 5.1.2 spectre de l’opérateur A. 


Autres notations 


A À B, 2.1.1 différence symétrique des ensembles À et B ; 

À L] B, 2.1.1 réunion disjonctive d’ensembles ; 

B(x, r) (resp. B(x, r)), 3.1.1 boule ouverte (resp. fermée) dans un espace métrique, 
de rayon r et de centre x ; 
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card }, 2.1.3 nombre d’éléments de l’ensemble } ; 

cont (K,, K), cov (K,, K2), 1.3 foncteurs contravariants (resp. covariants) 
diam X, 3.2.2 diamètre de l’ensemble X ; 

ess sup /, 2.3.1 borne supérieure essentielle de j - 

f, 4.2.1 transformée de Fourier de f ; 

f1X$f2 3.3.5 produit direct des distributions j, et f, ; 

f1Xf 4.1.1 produit de convolution de /, et de /, ; 


G, 4.2.1 groupe dual de G ; 

KG], 4.1.1 algèbre de groupe ; 

$°, 1.3 catégorie duale de À ; 

L(S, u), 2.1.2 famille des ensembles «-mesurables ; 

Mor (4, B), Ob (K), 1.3 morphismes et objets de la catégorie À : 
D(X), 2.1.1 ensembles des parties de X ; 

Q ,(X), 3.4.2 forme (quadratique) hermitienne associée à l’opérateur À ; 
R(S), 2.1.1 anneau engendré par la famille d’ensembles S ;: 
R{S), 2.1.1 a-anneau engendré par la famille d’ensembles S : 
supp , 3.3.3 support de la fonction y ; 

T®, 4.1.1 tore de dimension n ; 

Var? f, 2.1.3 variation de la fonction / sur l’intervalle [a, b] ; 


X—, 3.2.3 orthocomplément de X ; 

x J y, 3.4.1 le vecteur x est orthogonal au vecteur y ; 
Ô(x), 3.3.4 la fonction de Dirac (ou la fonction delta) ; 
8,(x), 3.3.5 la fonction de Dirac transiatée ; 

d;5 3.2.3 symbole de Kronecker ; 

u(A), 2.1.2 mesure de l’ensemble À ; 

H*(4), 2.1.2 mesure supérieure de l’ensemble À ; 

v(4), 2.1.2 charge ; 

}»| (4), 2.1.2 variation de la charge ; 

P(x), 4.1.2 GX) = p(— x) ; 

#4 2.1.1 fonction caractéristique de l’ensemble À. 
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